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CHAPITRE | : ELECTROCINETIQUE

I RAPPEL SUR L’ELECTROSTATIQUE

I- 1 Définition d’un conducteur en équilibre électrostatique

Un conducteur est un corps a I’intérieur duquel les charges libres peuvent se déplacer. Un
conducteur électrique en équilibre électrostatique est un conducteur qui n'est parcouru par
aucun courant. Cela signifie que toutes les charges électriques libres internes au conducteur
sont « immobiles ». C'est-a-dire que les charges intérieures ne sont soumises a aucune force
(champ électrostatique nul).

A Pintérieur d’un conducteur a équilibre : E 0

Si le champ a I’intérieur du conducteur est nul, alors le conducteur a I’équilibre électrostatique
est équipotentiel puisque le champ dérive d’un potentiel, cela implique qu’un conducteur a

1’équilibre électrostatique est équipotentiel.

I-2 Quelques propriétés des conducteurs en équilibre
e) Lignes de champ

Nous avons vu qu’a l’intérieur d’un conducteur (chargé ou non), le champ électrostatique
total est nul. Mais ce n’est pas forcément le cas a I’extérieur, en particulier si le conducteur est
chargé. Puisqu’un conducteur a I’équilibre est équipotentiel, cela entraine alors que, sa surface
¢tant au méme potentiel, le champ ¢électrostatique est normal a la surface d’un conducteur.

Par ailleurs, aucune ligne de champ ne peut « revenir » vers le conducteur. En effet, la

circulation du champ le long de cette ligne impose 1’équation suivante

Impossible

V(A) _V(B):jﬁa

Figure 1 : Représentation des lignes de champs a
Pintérieur du conducteur
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f) Distribution des charges

Si un conducteur est chargé, ou se trouvent les charges non compensées? Supposons qu’elles
soient répartiees avec une distribution volumique p. Prenons un volume quelconque V situé

a I’intérieur d’un conducteur a 1’équilibre électrostatique. En vertu du théoréme de Gauss, on

E@=m£dv:0
S " 80
p=0

Puisque le champ E est nul partout, cela signifie que p = 0 (autant de charges + que de charges

aalors:

-) et de fait, qu’a 1’équilibre, aucune charge non compensée ne peut se trouver dans le volume
occupé par le conducteur. Toutes les charges non compensees se trouvent nécessairement
localisées a la surface du conducteur. Ce résultat peut se comprendre par 1’effet de répulsion
que celles-ci exercent les unes sur les autres. A I’équilibre, les charges tendent donc a se
trouver aussi éloignées les unes des autres qu’il est possible de le faire.

g) Capacité d’un conducteur

Soit un conducteur a 1’équilibre électrostatique chargé avec la densité surfacique o et porté au

potentiel V. Celui-ci s’écrit

4re,

La charge totale répartie sur la surface est :

Q=ﬁads

Le systeme considéré est caractérisé par les parametres suivants o, Q et V.

Si on multiplie la densité surfacique par un coefficient constant a, on obtient une nouvelle
charge totale Q= a.Q et un nouveau potentiel ¥’=qa.V. On a ainsi un nouvel état d’équilibre
¢lectrostatique, parfaitement défini. On voit donc que, quoi qu’on fasse, tout état d’équilibre
d’un conducteur isolé (caractérisé par Q et V) est tel que le rapport Q/V reste constant (cela
résulte de la linéarité de Q et V en fonction de o). Le coefficient de proportionnalité entre la

charge totale et le potentiel du conducteur est appelé la capacité C. Donc la capacité
électrostatique d’un conducteur a 1’équilibre est définie par C :g

Ou Q est la charge électrique totale du conducteur porté au potentiel V. L’unité de la capacité

est le Farad (symbole F).
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e La capacité est une grandeur positive, elle dépend du matériau (a travers sa
permittivité diélectrique de celui-ci) et de la géométrie du conducteur.

e On utilise généralement le pico-Faraday (pF), le nano-Faraday (nF) et le micro-
Faraday (uF).

emple . Capacité d’une sphére chargée

p
V = Vsurf = Vsphére = V(0) = ! I I ods / r
4, 99 R ¢

V= 47:90R -UG ds \\

D’autre part : Q= ”JdS dou: C= 47[6‘0R

h) Energie emmagasinée

Soit C la capacité propre du condensateur, Q sa charge et V son potentiel dans un état
d’équilibre donné. L’énergie interne est mesurée soit par :
v’ Le travail qu’il faut fournir pour charger le conducteur.
v Ou bien par le travail des forces électrostatiques mis en jeu au cours de la décharge du
conducteur.
v" Ou encore, elle représente la somme des variations d’énergie potentielle subies par
toutes les charges au cours de la charge du conducteur.
D’une fagon générale, 1’énergie potentielle d’une distribution de charge a la surface d’un

conducteur s’exprime de la maniére suivante :

EP=%£LﬂM»umms

Ou encore partant de 1’énergie potentielle élémentaire donnée par :

Q Q 2
_ _[Q,,_1Q
{dEp=qu EP_.[ vda= EP_IEdq_E?
Q=Cw | o 0
)
C
1Q° 1_..,, 1
’ i E,=——==-CV"==QV
Il s’ensuit donc que Ep >C 2 2Q

(Cette énergie est positive)
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I-2 Courant électrique
c) Origine du courant électrigue

Soient deux conducteurs A et B, initialement en équilibre électrostatique, portant des charges
Qa et Qg et dont les potentiels respectifs sont Va et Vs tels que Va > Vg par exemple. Dans ces
conditions, un champ électrique E existe entre A et B. Lorsqu’on relie les conducteurs A et B
par un fil conducteur, 1’équilibre se rompt et un mouvement de charges électriques apparait,
sous ’action d’une force électrique F=q E

Ce mouvement se poursuit jusqu’a I’établissement d’un nouvel état d’équilibre dans le
nouveau conducteur formé par A, B et le fil (Figure 2b). Cette circulation de charges

correspond au passage d’un courant électrique dans le fil de connexion. Ce courant est

temporaire.
Va > Vg V'a=Vs= Mu
O ; On
Oa A Oa -
(B ) E (B
oA 7B |" g "8
| / \ A /| Fil
Va Va
(8) Conducteurs sépares (b) Conducteurs reliés

Figure 2 : Déplacement du courant entre deux conducteurs

d) Courant permanent continu

Pour avoir une circulation permanente du courant électrique, il faut maintenir un état de
déséquilibre entre les deux conducteurs A et B lorsqu’ils sont reliés. A cet effet, il est
nécessaire d’amener de fagon continue des charges sur 1’un des conducteurs. Ceci peut étre
réalis¢ a ’aide d’appareils que 1’on appelle générateurs. Un courant continu permanent

correspond a un déplacement ininterrompu de charges libres.

Générateur
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I-3 Le condensateur

f) Définition
Un condensateur est un composant constitué de deux armatures conductrices (appelées
« électrodes ») et séparées par un isolant (ou « diélectrique »). Sa propriété principale est de
pouvoir stocker des charges électriques. Le condensateur est caractérisé par le coefficient de
proportionnalité entre charge et tension appelé capacité électrique et exprimée en farads (F).

g) Symbole et formule associés

‘) =
‘— — o

Figure 4 : Symbole d’un condensateur

Soit I’épaisseur ¢. On a d’apres le théoréme de Gauss

E=Z— cste
&

dV=—Edl=—E dx=V =2d
E

Ord=9
S

Remplagons C par son expression et on aura par la suite :

vV d

C: Farads (F)

S: section (m?)

d: distance (m)

e: constant diélectrique (As V'm™?)

Exercice
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Un condensateur plan a des armatures de surface « S » et de distance « d ». On applique entre
les deux plaques une différence de potentiel V=500 V et en intercalant entre les deux plaques
une lame d’un diélectrique de permittivité e, la différence de potentiel (d.d.p) passe a V1=100
V.
1. Calculer la capacité du condensateur aprés introduction du diélectrique puis en déduire la
valeur de &.
2. Déterminer la charge gi induite sur chacune des faces du diélectrique.

On donne : S=400 cm? et d=5 mm.

h) Impédance capacitive

L'intensité qui circule dans un condensateur, ne dépend pas directement de la tension aux
bornes de ce condensateur, mais de la variation de cette tension. Ainsi, on écrit généralement
I'équation (en convention récepteur, q étant la charge de I'armature sur laquelle arrive le

courant i) :

_dQ
dt

avec :
Q : la charge de I'armature en coulombs,

t : le temps en secondes.

c:\%z —~Q=cV

9
V
Ce qui conduit a écrire que le courant i=C ?j—l: . On peut ainsi en deduire I'impédance du

condensateur alimentée par une tension fonction périodique du temps :

u 1 j

Z= — =
- JCw Cw

Ces relations montrent bien qu'un condensateur se comporte comme un circuit ouvert
(impédance infinie) pour une tension continue et tend a se comporter comme un court-circuit
(impédance nulle) pour les hautes fréquences.

i) Energie stockée
Un condensateur stocke de I'énergie sous forme électrique. Cette énergie E (joules) s'exprime

en fonction de sa capacité C (farads) et de sa charge Q (coulombs) (ou de sa tension U) selon :

2
e-lcu? -
2 2C

j) Lois d’association

Polycopié Cours et TD Année Universitaire 2015/2016


http://fr.wikipedia.org/wiki/Coulomb
http://fr.wikipedia.org/wiki/Seconde_(temps)
http://fr.wikipedia.org/wiki/Imp%C3%A9dance_(%C3%A9lectricit%C3%A9)

Association en parallele

Lorsque deux condensateurs sont placés en parallele, donc soumis a la méme tension, le

courant a travers cet ensemble est la somme des courants a travers chacun des condensateurs.

Circuit réel Circuit équivalent

Figure 5 : Condensateur en parallele

Ceci a pour conséquence que la charge électrique totale stockée par cet ensemble est la

somme des charges stockées par chacun des condensateurs qui le composent :
Q=Q +Q,=CV +CV=(C, +C,)V =C,V
Donc C,, =(C, +C,)

Ce raisonnement est généralisé sur n condensateurs en parallele. Le condensateur équivalent a
n condensateurs en paralléle a pour capacité la somme des capacités des n condensateurs

considerés. C,, =(C, +C, +C, +......... +C,)

Association en série

Lorsque deux condensateurs sont en série, donc soumis au méme courant.

o R
c, : v,
0, 0,
v (e u— Coy
o,
C, v,
4 Y

Figure 5 : Condensateur en série

Il en résulte que la charge stockée par chacun d'eux est identique.
Q=Q1 = Qz = Clv = CZV = Ceqv

U :&=U1+U2 =3+g
C C, G,
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Ce raisonnement étant généralisée pour n condensateurs, on en déduit que le condensateur
équivalent a pour inverse de sa capacité la somme des inverses des capacités des n

1 1

P | 1
condensateurs considérés. — =—+ — 4+ — +
C, C, C, C

eq
I-3 La loi d’ohm
La loi d'Ohm est une loi physique qui lie I'intensité du courant électrique traversant un dipdle
électrique a la tension a ses bornes (elle permet de déterminer la valeur d'une résistance). La
loi d'Ohm a été ainsi nommeée en référence au physicien allemand Georg Simon Ohm.

d) Lois d’ohm en continue

La différence de potentiel ou tension U (en volts) aux bornes d'une résistance R (en ohms) est

proportionnelle a l'intensité du courant électrique 1 (en ampéres) qui la traverse.

R U U=R*I| AvecU et | orientées en sens opposés.

e) Laloi d’ohm en alternatif

La loi précédente se genéralise au cas des courants sinusoidaux en utilisant les notations

complexes. On note U et | la tension et le courant complexes. La loi d'Ohm s'écrit alors :
U=Z*| Avec Z : impédance complexe du dipble considéré, qui peut étre constitué de

dipbles linéaires (résistances, condensateurs et inductances).

f) Laloi de joule

Les pertes par effet joule se caractérisent par I’échauffement du composant. En d’autre terme

c’est I’énergie perdu sous forme de chaleur. Son unité est le joule (j). Elle est exprimée par :

w=R*|?*t

La puissance sera donc P; = R*1 2. L unité est le watt (w)
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I-5 La résistance
C’est un dipdle passif. 11 fonctionne en courant continu et en courant alternatif. Le déphasage

entre le courant et la tension est toujours nul. Pour retrouver la valeur de la résistance, il faut

*|

connaitre que : R = 5

c) En série

Les résistances s’ajoutent. Elles sont dites en série lorsqu’elles sont parcourues par le méme
courant.

AN AAA—ANA—— AN ANA-

Figure 7 : Résistances en série
V =V, +Vg, +Vis +Vi,

On a d’autre part le courant commun | qui traverse les quatre résistances.

Vg, =R1*|
Ve, =R2*1 S
Ce qui implique V =R1*1 + R2*| + R3* | + R4* |
Vg, =R3*I
Ve, =R1*1

V = (R1+ R2+ R3+ R4)* | = Réquiv*1 Donc Réquiv = R1+ R2+ R3+ R4
d) En paralléle

Les conductances s’ajoutent.

Figure 8 : Résistances en paralléles

A | I
V =Réquiv * | = =
g 1 G
Réquiv
V=R1*I1=R2*12=R3*13=R4*14

On pourra écrire aussi I’expression sous :
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11 12 13 14 11 12 13 14 11+12+13+14 !

V:—:—:—:—_—_—_—_—_ =
i i i i Gl G2 G3 G4 Gl1+G2+G3+G4 Gl1+G2+G3+G4
RL R2 R3 R4

Orona:V = I 1 1+1 1+1

> —=—+—+—+—
1. 1.1 1 ~Réquiv Rl R2 R3 R4
Rl R2 R3 R4
En mettant une résistance en dérivation sur une tension de circuit, on diminue la résistance
totale du circuit. La résistance équivalente a plusieurs résistances en paralléle est toujours plus

petite que la plus petite d’entre elles.

I1 LOI DE KIRCHOFF
11-1 Introduction
Les lois de Kirchhoff sont des propriétés physiques qui s'appliquent sur les circuits
électriques. Ces lois portent le nom du physicien allemand Gustav Kirchhoff qui les a établies
en 1845. Les deux lois de Kirchhoff sont :

o Laloi des neeuds

o La loi des mailles

11-2 Loi des necuds

Cette loi importante dans le domaine électrique stipule que «la somme algébrique des
intensités des courants qui entrent par un nceud est égale a la somme algebrique des
intensités des courants qui en sortent ». Cela signifie que si dans un nceud la somme des
intensités électrique entrantes est eégale par exemple a 20 Amperes, alors la somme des

intensités électrique sortantes sera obligatoirement égale a 20 Ampéres également.

\1" 1

T is

Figure 9 : Schéma illustrant la loi des nceuds

Le schéma de la figure 9 représente un modele électrique qui illustre a merveille la loi des
nceuds. Le sens des courants de ce schéma est donné au hasard. On y retrouve 4 courants :
e i1 qui sort du nceud

® iz qui entre dans le nceud
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e i3 qui entre dans le nceud

® iz qui sort du nceud

A l'aide de la loi cité plus haut, il est possible d'en déduire la formule suivante :

i1+ia=i2+ i3

Exercise

Imaginons que l'ont conserve le montage précédent et que l'ont connait les valeurs des
intensités iz, iz et ia. i2 = 26mMA, iz = 5mA et is = 500pA

Quelle est l'intensité de i1?

Pour calculer iy, il est possible de transformer la formule initiale en la suivante :

i1 =-(is) +i2+ 13

Puis il est possible de remplacer par les valeurs :

i1 = -(12mA) + 500pA + 5mA

Pour ne pas se tromper dans les unites, toutes les valeurs peuvent étre indiquées en Ampere :
i1 =-(12*10%) + 500 * 10° + 5* 10°®

Il est plus facile de réaliser I'équation en transformant 500pA en 0.5mA :

i1=-(12*10% +05*10%+5* 103

La somme est donc égale a :

i1=-6.5*1078

Pour conclure, il est donc possible de dire que i1 = -6.5mA. Cela signifie que le courant iy sort
du neeud avec une intensité de -6.5mA, mais cela signifie aussi qu'il entre dans le nceud avec
une intensité positive de 6.5mA. Le sens dans lequel est dessinée I'intensité sur le schéma est

donc qu'une affaire d'interprétation.

11-3 Loi des mailles

La loi des mailles est la deuxiéme loi de Kirchhoff. Cette loi n'est pas plus compliquée mais
demande de la rigueur pour éviter les erreurs d'étourderies. Cette loi stipule que « dans une
maille d'un réseau électrique, la somme des tensions le long de cette maille est toujours
nulle ». En d'autres termes, si on fait le tour d'une maille et que I'ont additionne toutes les
tensions de celle-ci (en faisant attention au sens), la somme sera égale a zéro.

Le schéma de la figure 10 représente un circuit électrique fermé. Les différences de potentiel,
aussi appelé tension, sont aussi représentés. La boucle choisie représente le sens dans lequel

seront listées les tensions.
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Figure 10 : Schéma illustrant la loi des mailles

En suivant la boucle choisie et en faisant attention au sens, les tensions peuvent étre listées
comme ceci :

+V1+-Vo+-V3+-Vy4=0

L'équation précedente utilise un signe positif lorsque la différence de potentiel est dans le
méme sens que la boucle choisie. De méme, les tensions qui sont dans le sens opposes a la
boucle sont ajoutées avec un signe négatif. De ce fait, la formule peut aussi étre présentée
comme ceci:

Vi-V2-V3-Vs=0

Exercice

Imaginons que I'on souhaite connaitre la tension de Vs en connaissant les tensions Vi, V> et
Vi V1=7V,V2=4VetVs4=15V

Pour effectuer le calcul permettant de connaitre Vs, il est possible de reprendre la formule
énoncée ci-dessus et de la transformer pour isoler Vs :

V3=Vi-Vz-Vq

Puis il est possible de remplacer par les valeurs respectives :

V3=7V-4V-15V =15V

Et voila, dans cet exemple la valeur de la tension V3 a été déterminée a 1.5V.

III CHARGE ET DECHARGE D’UN CONDENSATEUR

111-1 Montage
C’est un circuit contenant une alimentation, des composants passifs (résistance et

condensateur) et un interrupteur pour commander I’ouverture et la fermeture du circuit et par

conséquent la charge et la décharge du condensateur.
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1

I11-2 Charge d’un condensateur
Initialement, on suppose que la différence de potentiel (d.d.p) aux bornes du condensateur est

nulle (le condensateur est completement décharge).

- A t=0, on ferme I’interrupteur (position 1)

R A
—
1
1
—_— T\'c
E——F c
B

Appliquons au circuit la loi de maille a un instant quelconque :

E=R*i+Vc

Avec:izd—q et Vc=
dt

Q

Donc
E=R* dq + Q
dt C
C’est une équation différentielle du premier ordre a variables séparées qu’on peut résoudre en
tenant compte des conditions initiales :

t=09=0
t=00 q=Qo=C*E

E:R*d_q+9:>d_q:l(E_9]:>d_q:M
d C d R C dt RC

dq dt dg  dt

= s =
CE-Q RC Q-CE RC

Il vient

t
Donc nN(Q-CE)=——+k
(Q ) rC
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Pour déeterminer la constante k, on procéde de la fagon suivante :

At=0, Q=0

In(-CE)=k = In(Q-CE) =—Rt—c+ In(- CE)

t

t
Sn(Q=CE )t o CECQ_ e o gocEli-ee
RC CE

-CE

Q=CE

T =RC : constante de temps

Charge du condensateur

111-3 Décharge d’un condensateur

On ouvre I'interrupteur (position 2)

R A
- —
i .
1
1 v
C —
B

On considére qu’a t— oo, Vc=Vo=E et Qo=CVo=CE

D’apres la loi de maille

R*i+Vc=0

:R*%+9:0:>%:—iz>an:—L+k'
dt C Q RC RC

Il vient

t
Q=k'eRc k': constante

At oo, Q= Qu=CVo=CE et k’= CVp
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On obtient donc

t t

Q=CV,e Rc=CEe k¢

. cv, -4 VA ot
D’O]:l |=—d_q=_0e RC :>|=_Oe RC =Ee RC
dt RC R R
1
E
R

Décharge d’un condensateur

Exercice
Soit le circuit la figure ci-dessous. L’interrupteur K est initialement en position 0 et le

condensateur C initialement déchargé. On donne E=6 V, E’=3 V, R=r=r’=500 Q et C=1pF.

R

kY

1. A P’instant t=0, on met ’interrupteur K en position 1.

a. Quelle est I’équation différentielle donnant la ddp Vcaux bornes du condensateur.

b. Quelle est la constante de temps t du circuit ?
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c. Donner I’expression de V¢ en fonction du temps.

d. Calculer VC pour t=0, 1, 2, 31, 47 et 51.

e. Représenter 1’allure de la tension Vc(t).

2. En réalité, a I’instant t1=2t, on met I’interrupteur K en position 2.

a. Quelle est I’équation différentielle donnant la d.d.p V¢ aux bornes du condensateur ?
b. Quelle est la nouvelle constante de temps t” du circuit ?

c. Donner I’expression de V¢ en fonction du temps.

d. Calculer V¢ pour (t-t1)=0, t’, 27°, 31, 4T’ et 5 7.

e. Représenter la variation de V¢ au cours du temps sur le méme graphe qu’en 1-e.

f. Dans quel sens circule le courant ?
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CHAPITRE Il : COURANT ALTERNATIF

| RAPPEL
I-1 Rappels mathématiques sur les nombres complexes
Un nombre complexe noté Z peut s’écrire sous la forme: Z=a+jb
a est la partie réelle du b est la partie imaginaire du

nombre complexe nombre complexe

Remarque : Cette écriture de Z est appelée 1’écriture cartésienne. Il en existe une autre, appelée
écriture trigonométrique, notée Z.  Z =|Z|*(cos ¢+ jsin ¢)=|Ze "

c) Module et argument
Module. Le module de Z est le nombre Z définit par :  |Z|=va® +b”

En électronique, le module Z est la valeur maximale du signal sinusoidal.
: b
Argument. L’argument de Z est le nombre ¢ définit par:  ArgZ =¢, tang=—
a

En électronique, Arg Z est la phase du signal sinusoidal.

d) Propriétés des opérations entre nombres complexes

L’addition.

Soient Zy =ay +jbyet Z, =ax +j by, alors

Z=2Z1+Zz= (a1 + jb1) + (a2 + jb2) = (as+az) +j (b1 + b2)
Pour additionner deux nombres complexes, on additionne les parties réelles d une part et on
additionne les parties imaginaires d’autre part.
La multiplication.
* On utilise les propriétés du développement d’un produit par rapport a une somme ou une
différence établie dans IR. (a éviter en électronique)
* On utilise les propriétés du module et de ’argument suivantes :

|21 % Zo| =[Z4] X|Z2|

Arg (Z1xZz)=Arg (Z1) + Arg (Z2)
La division.
On utilise les propriétés du module et de I’argument d’un nombre complexe

ZVZ2| =(Z1/|Z2|
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Arg (Z1/72)=Arg (Z1)-Arg (Z2)

I-2 Magnétismes

Le magnétisme représente un ensemble de phénoménes physiques dans lesquels les objets
exercent des Forces attractives ou répulsives sur d'autres matériaux. Tous les matériaux sont
influencés, de maniere plus ou moins complexe, par la présence d'un champ magnétique.

Les aimants permanents possédent des moments magnétiques permanents a l’origine du
ferromagnétisme. Cependant, la plupart des matériaux ne possédent pas de moments
permanents. Parmi ces derniers, certains sont attirés par la présence d’un champ magnétique
(Paramagnétisme), d'autres sont au contraire repoussés par celui-ci (diamagnétisme) et
d'autres encore ont une relation beaucoup plus complexe avec un champ magnétique appliqué

( antiferromagnétisme).

I-3 Induction magnétique

L'induction magnétique, aussi appelée induction électromagnétique, est un phénomene
physique conduisant a l'apparition d'une force électromotrice dans un conducteur électrique
soumis a un flux de champ magnétique variable. Cette force électromotrice peut engendrer un
courant electriqgue dans le conducteur. Ce phénomene est notamment utilisé dans les
transformateurs électriques, les bobines, ou encore les plagues a induction grace aux courants

de Foucault.

I-4 Flux magnétique

C’est un courant induit crée par la présence du champ magnétique dans un bobinage. Il est

noté®. Le flux magnétique circulant dans le noyau (pour un matériau magnétique linéaire)

~

est égala @ = J‘gd_é = BA = uH A. Cette relation peut étre exprimée sous la forme : ® = ~
S

On appelle R la réluctance du circuit magnétique. La réluctance est une quantité qui
caractérise la résistance” du circuit magnétique au passage du flux. On peut méme
’assimiler a la loi d’Ohm pour les circuits électriques.

La réluctance d’un circuit de surface A, de longueur moyenne I¢ et perméabilité p s’écrit de la

. I , -
facon suivante: R = CA La réluctance est exprimée en At/Wb.
MU
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Donc, comme équivalence aux circuits électriques :

Circuit électrique Circuit magnétique
Tension V Force magnétomotrice
Résistance Réluctance
Courant | Flux ¢

Tableau 1 : Comparaison entre circuit électrique et circuit magnétique

I-5 Self inductance

La self-induction est un coefficient propre a la bobine et il est symbolisé par la lettre L. 1l

¢

s’exprime de la maniére suivante : L = T Son unité est le Henry.

I-6 Loi de Faraday

La loi de Faraday, est la suivante : un circuit soumis a un flux magnétique variable @ (issu
d'un champ magnétique variable B) subit une force électromotrice e (en volts, en orientant e
_d¢

dt

La variation temporelle du flux magnétique a travers un circuit fermé y engendre une force

selon une convention générateur) telleque : e=

électromotrice f .é€.m induite

I COURANT ALTERNATIF

11-1 Définition
Un courant alternatif est un courant bidirectionnel. 1l peut étre périodique ou non peériodique.
Généralement, il se compose d’une enveloppe positive et d’une enveloppe négative de méme

amplitude. 11 se répéte pendant chaque période.

Figure 1 : Allure d’un signal périodique

v
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11-2 Période d’un signal

Chaque signal est caractérise par sa valeur maximale et sa période. Cette derniére est l'inverse
de la fréquence. Elle est notée par T=1/f. Son unité est la seconde. On pourra aussi la calculer
en fonction de la pulsation w qui est égale a 2*n*f (radian par seconde).

11-3 VValeur moyenne et valeur efficace de la tension :

c) Valeur moyenne ou Umoy
T
Laformule: U, = 1J‘U (t) dt
TJo

Elle correspond a la moyenne des valeurs prises par la tension sur I’intervalle de temps
correspondant a une période T. La valeur moyenne est mesurée avec un voltmétre en position «

. . 2 U max
continu » (DC). Cette valeur estégalea U, = ——
T

d) Valeur efficace Ueff ou simplement U
T
La formule : (U, )? =H(u (1)) %dt
0

Un courant alternatif circulant dans un conducteur dissipe de la chaleur. Le courant qui
dissiperait cette méme quantité d’énergie pendant le méme temps correspond a la tension
efficace. La tension efficace est mesurée avec un voltmétre en position « alternatif » (AC).

. y U max .
Pour une sinusoide: U, =——=—. Le tableau 2 donne quelques formes de signaux

J2

accompagnées par leur valeur efficace correspondante Il existe d’autres formes du signal

alternatif périodique.

Signal (régime établi) Forme d’onde Valeur efficace du courant
Sinusoidal | _Imax
/\p eff A
Triangulaire | _Imax
Carré ij I =Imax

Tableau 2 : Présentation de quelque forme d’un signal périodique alternatif
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11l NOTATION COMPLEXE

A une différence de potentiel sinusoidale

u(t) = Umax X Sin( 2 = f't +¢ ) est associée le nombre complexe U ou encore

u(t) = Umax -sin( ot + ¢) avec =2« f

Valeur créte Amplitude Umax

a créte

Période T : f=UT

Figure 2 : Signal sinusoidal périodique
A une intensité de courant sinusoidale

i(t) = Imax X sin (2 7 f't +¢) est associee le nombre complexe |

IV PHASE ET DEPHASAGE

La représentation cartésienne utilise des fonctions sinusoidales du temps :

I(t) = Imax X SIN(2 7 ft +pi ) et u(t) = Umax X SIN(2 7 ft +opu )

[0l |
<
r

A

Figure 3 : Représentation cartésienne du courant et de la tension
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Le déphasage entre la tension u et le courant i est la différence p=wt entre les phases initiales de u et
dei:

®=0Qu-Pj
Sip =gy, -¢i>0, latension u est en avance sur l'intensité i.
Sip=¢y- <0, latension u est en retard sur l'intensité i.

Le déphasage se déduit du décalage horaire, a l'aide de la relation :

| |= 2r.T
T

Nous pouvons choisir I'une des phases initiales nulle :

Sigpy=0: i(t) = Imax x sin(wt-gi) etu(t)=Umax xsin(wt)
Avec : ¢ =@, =déphasage de i(t) par rapport a u(t).

On pourra donner un autre exemple et voir sa représentation vectorielle.

e U =Umax X sin (wt) u est choisie comme origine des phases.

e Ili=Ilmmax xsin (wWt-g1) i, est déphasé de ¢, en arriere.

o lp=Imaxxsin(wWt—g2) I, estdéphase de ¢, en avance.

I2
\\G)
-,

—>> >
A -

AXE DE REFERENCE

Figure 4 : Représentation Vectorielle (Fresnel)

IV NOTION D’IMPEDANCE

Pour un dipble D, parcouru par le courant i et aux bornes duquel on mesure la tension u,

I'impédance complexe Z est définie comme étant le rapport de la représentation complexe de u
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par cellede i :

IN
Il

- |IC

:

L'inverse de I'impédance est appelée admittance, et est souvent notée Y. Y =

IN |~

Dans le cas général, un dip6le quelconque n'a pas une impédance "purement” réelle ou
imaginaire. De plus, a priori, cette impédance dépend de la fréquence, comme on peut le
remarquer par exemple pour une bobine ou un condensateur. Une impédance peut également
avoir une partie imaginaire négative (comme un condensateur, par exemple) et on dit alors
qu'elle est de type capacitif, ou une partie imaginaire positive (par exemple une bobine) : elle
est alors de type inductif. En revanche, pour des composants passifs, la partie réelle, qui

correspond a une résistance, est dite résistive et est toujours positive.

IV-1 Impédance complexe d’un dipole passif

d) _Le dipdle résistif

Déphasage de i par rapporta u 0 i est en phase avec u
Comportement en régime continu U=R*I
Comportement en régime sinusoidal u=R*i
i I
I A i
v . = U Zx Z&=R
$r=0°

Modélisation
en nombre
complexe

Figure 5 : Relation entre phase pour une résistance pure
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e) _Le dip0le capacitif

Déphasage de i par rapport a u ou 'inverse -90°  u est en retard par
Comportement en régime sinusoidal Uu=—— i= Cdu
jCw dt

rapport a i

L
4‘."—|
1
Z :_—:_—J—
— 7 =€ 1Co Co
u =C T
bc=-90°=-5

Modélisation
en nombre
complexe

Figure 6 : Relation entre phase pour un condensateur pur

f) _Ledipdle inductif

Déphasage de i par rapport a u ou I’inverse 90° u est en avance par rapport a i
- : . I L di
Comportement en régime sinusoidal u=jLwi et u= o
I
_ s
1
7 Z1=]Lo
e L = U ok n
o.=90°=7
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Figure 7 : Relation entre phase pour une bobine pure

V ASSOCIATION D’IMPEDANCES

Il est facile de vérifier que :

e [’impédance équivalente de deux impédances mises en s€rie est égale a la somme des

deux impédances:

— z1 z2 <> — 21022 —

Z=2,+2,

e [’impédance équivalente de deux impédances mises en parall¢le est égale a I’inverse
de la somme des inverses des deux impédances (autrement dit, les admittances

s’ajoutent):

Z1
— - < > — zuz2 +—
z2
Z= Zl ZZ
Z,+7Z,

VI RESONANCE SERIE ET PARALLELE
VI-1 Définition de la résonnance

La résonance est un phénomene électrique qui se produit dans un circuit électrique a une
fréquence appelée fréquence de résonance dont les parties imaginaires des impédance et
admittance des éléments du circuit s'annulent. Les circuits résonants comportent des
retentissements et peuvent générer de plus hautes tensions et courants que ceux qu'ils
recoivent, ce qui les rend utiles pour la transmission sans fil. Dans un circuit composé de

condensateurs et de bobines, le champ magnétique dans une bobine induit un courant
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électrique dans les enroulements de cette bobine pour charger un condensateur. Lorsqu'il se
décharge, le condensateur produit un courant électrique qui renforce le champ magnétique
dans la bobine. Ce processus est répété continuellement, de fagon comparable au processus de
balancement d'un pendule mécanique. Dans certains cas, la résonance a lieu lorsque les
réactances de bobine et de condensateur sont de magnitudes égales, de sorte que I'énergie
électrique oscille entre le champ magnétique de la bobine et le champ électrique du
condensateur.

VI-2 Résonance série

e) Montage

La résonance d’intensité est représentée par un circuit RLC série. Lorsque la valeur de la
réactance inductive est égale a celle de la réactance capacitive (XL = Xc), le circuit n'est ni

surtout inductif ni surtout capacitif. Il s'agit la du phénoméne de résonance.

ST Y T
«— —
Ur UL

Figure 7 : Circuit RLC série

f) Principe de la résonance

Un circuit RLC en série est dit en résonance lorsque les effets des réactances s'annulent

(XL = Xc). L'impédance du circuit est alors a son minimum.

Le circuit RLC série présente le module de I'impédance Z = \/ R? + (X, = X¢)?

A la résonnance, X. = Xc alors Z =R (Impédance purement résistive)

Etant donné que le courant est partout le méme dans un circuit en série et comme les
réactances sont égales, les tensions aux bornes des composants L et C sont égales et
s'annulent.

Par consequent, la tension appliquée au circuit est égale a la tension aux bornes de la
résistance. La figure 8 n’est autre que la représentation de Fresnel qui montre le déphasage

entre les tensions et le courant dans le circuit RLC en résonance.
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e

L4

U|_ - UC — ':'
Figure 8 : Représentation de Fresnel

Lorsque XL = Xc, le courant du circuit est en phase avec la tension appliquée au circuit. Il peut

étre calculé par I'une des formules suivantes :

Ou :

| : courant du circuit en amperes (A)

U : tension appliquée au circuit en volts (V)
Z : impédance du circuit en ohms

R : résistance du circuit en ohms
Puisque I'impédance d'un circuit RLC en résonance est a son minimum, le courant du circuit
est a son maximum. De ce fait, la tension aux bornes du condensateur et celle aux bornes de la

bobine sont également a leur maximum.

g) Courbes de résonance

La courbe montre bien que lors de la résonance:
e L'impédance d'un circuit RLC en série est a son minimum.

e Le courant du circuit est & son maximum.
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Alors, quelles sont les valeurs de l'impédance et du courant & proximité de la résonance ?

Cette question trouvera sa reponse dans les courbes de résonance présentées dans la figure 9.

I(A),Z(Q) A

-

£ f (Hz)
Figure 9 : Courbe de résonnance

La figure 9 représente respectivement le courant et I'impédance d'un circuit RLC en série en
fonction de la frequence. On peut voir qu'a la fréquence de résonance, I'impédance est a sa
valeur minimale. On remarque également qu'elle augmente symétriqguement par rapport a la
fréquence de résonance (fo) au fur et & mesure que la fréquence du circuit s'eloigne de sa
valeur de résonance (fo). Par contre, a la fréquence de résonance, le courant est & son
maximum et sa valeur diminue graduellement de facon symétriqgue au voisinage de la
fréquence de résonance. Il est également possible d'obtenir les courbes de résonance pour les
tensions Ug, UL et Uc. Ces courbes, en effet, seront semblables & celles du courant, puisque

ces tensions sont toutes des produits du courant.

h) Ceefficient de surtension

Un circuit RLC en série peut étre caractérisé par un facteur de qualité "Qq". Ce facteur est
défini par le rapport entre la réactance inductive ou capacitive et la résistance, comme le
montrent les formules suivantes :

XC

: X,
) Q "R R
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Il est important de dire que la fréquence de résonance d'un circuit RLC en série est déterminée

par le produit de I'inductance et de la capacité (LC) via I'equation : f, = !

“274LC

VI-3 Résonance paralléle

c) Montage
Tout comme le circuit RLC en série, le circuit RLC en paralléle est aussi en résonance lorsque

ses réactances s'annulent (XL = Xc). Toutefois, a cause de la configuration de ce circuit, la
réesonance d'un circuit RLC en parallele ne produit pas les mémes effets que celle d'un

circuit RLC en série.

Ir I I
Ur Ur

Velt) R . C ABL

Figure 9 : Circuit RLC paralléle

d) Principe de la résonance

La résonance d'un circuit RLC en parallele se produit lorsque les effets de chacune des
réactances s'annulent (XL = Xc). L'impédance du circuit est alors purement résistive et est
égale a la résistance. Z =R

Pour ce qui est des courants, lorsque X, = Xc, le courant parcouru par la bobine doit, pour la
méme tension appliquée aux bornes de chacun des composants, étre égal a celui traversant le
condensateur (I. = I¢c). Par ailleurs, a cause du déphasage entre la tension et le courant dans
chacun de ces composants, les courants I, et Ic s'opposent et s'annulent. Ainsi le courant du
circuit est égal au courant de la résistance et est en phase avec la tension appliquée. Ce

courant peut étre calculé grace a I'une des formules suivantes :
| =

== (Z=R)

| C N|C
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La figure 10 représente la relation de phase entre les courants et la tension d'un circuit RLC en
paralléle lors de la résonance :

A IC

N

I:IR

U=Ug=U_=Ug

e

Figure 10 : Représentation de Fresnel
Exercice

1. Pour le circuit en résonance ci-dessous.

S U= 600V HR=-IDD§1 1% =1500 =Xc=1500

Calculez :

a) Le courant dans la bobine.

b) Le courant dans le condensateur.
c) Le courant dans la résistance.

d) Le courant total.

2. Tracez le diagramme vectoriel de la tension et des courants de ce circuit.
Réponse
1. Calculs des courants

a) Calcul du courant dans la bobine :
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|
L X )
Ou: U =600V ; X, =150 Ohms
Application numérique
1 =29 _4a
150
b) Calcul du courant dans le condensateur :
LY
C XC
Ou: U=600V; Xc =150 Ohms
Application numérique
50y,
150
¢) Calcul du courant dans la résistance :
U
I R = E
Ou: U =600V ;R =400 Ohms
Application numerique
I, = 800 _ 154
400
d) Calcul du courant total :
=12+ (1 —1,)?

Ou:lr=15A;Ic=4A;IL=4A

| =/(15)% +(4-4)* =15A

Le courant total du circuit est égal a 1,5 A, soit la méme valeur que le courant dans la

résistance.
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2. Diagramme de Fresnel
Alc=4n

L

Iec-1I; =0
o I=Iz=15A

—

U=Ug=Uy=Uc=600V

L =4A

Cet exemple vous montre que lors de la résonance, les courants dans les composants réactifs
(IL et Ic) peuvent étre tres élevés par rapport au courant total du circuit.
Ce phénomene est analogue a celui de la surtension lors de la résonance d'un circuit RLC en

série. On le nomme le phénomeéne de surintensité.
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CHAPITRE 11l : RESEAUX ELECTRIQUES

| DEFINITION
Un circuit électrique est un ensemble d'éléments conducteurs reliés entre eux.
Le circuit est composé :
1. D’un générateur d'électricité (pile ou secteur) avec un pble positif (+) et un pdle
négatif (-).
2. De fils conducteurs de I'électricité reliés aux deux pbles du générateur et aux
composants.
3. D'un récepteur (la charge qui peut étre par exemple lampe ou moteur) relié au fils
conducteurs.
Si dans le circuit un contact est rompu le circuit est dit ouvert. Si tous les eléments du circuit
sont reliés sans rupture, le circuit est dit fermé et le courant électrique passe. Dans un circuit

électrique le courant circule de la borne positive (+) vers la borne négative (-).

11 LOI DE DIVISEUR DE COURANT ET DIVISEUR DE TENSION

I1-1 Diviseur de tension

Le schéma d’un pont diviseur de tension est donné a la figure 1.

]/ Rl A En appliquant directement le diviseur de
> [ '. tension, on aura ’expression de la tension aux
+ bornes de la résistance R>:
(D R, |U
U= Ry *E
R, +R,
B

Figure 1 : Disposition série des composants

Demonstration

I1 s’agit d’une application directe de la mise en série de deux résistances d’apres la loi de

maille :
E=R *I+R,*I
D’ou | = E
R, +R,
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On a aussi d’autre part la tension aux bornes d’une résistance est égale au produit de sa valeur
par 'intensité du courant qui la traverse. Prenons la tension aux bornes de la résistance Ro.
U =R, *I, alors si on remplace le courant principal par son expression on trouvera :

__ R . E
R, +R,

La tension ainsi obtenue est inférieure a la tension de la source principale E, d’ou le nom

donné a ce montage (diviseur de tension). Remarquons au passage, que d’une fagon générale,

la tension aux bornes d’une résistance placée dans un circuit série comportant n résistances,

alimenté par une source de tension E est :

11-2 Diviseur de courant

Le schéma d’un pont diviseur de courant est donné a la figure 2

Ji En appliquant directement le diviseur de
courant, on aura I’expression du courant
I, I - |
< traversant par exemple la résistance Rz :
1 'T @ u
I, = L*| |,= e
R, +R, G, +G,

Figure 1: Disposition paralléle des
composants

Deémonstration
Appelons «U» la différence de potentiel qui se trouve aux bornes des différents éléments en

paralléle, nous obtenons d’aprés la loi d’ohm :

Rl RZ
R +R,

*|

U=R,*I, =

D’apres I’égalité des deux expressions de la tension U, on pourra tirer ’expression du courant
2
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Si, maintenant, nous divisons le numérateur et le dénominateur par le produit Ry Rz, nous

G,
l,=—"—
G, +G,

obtenons la relation suivante : *|

Cette relation est maintenant sous une forme comparable a celle trouvée pour le diviseur de
tension (paragraphe 11-1). L’intensité obtenue est toujours inférieure au courant total I, d’ou le

nom donné a ce montage (diviseur de courant).

Remarque : D’une fagon plus générale, le courant traversant une résistance Ri placée dans un

circuit parallele comportant n résistances, alimenté par une source idéale de courant I, est :

111 NOTION DE SOURCES (LIEES ET INDEPENDANTES)

Une source est dite commandée ou liee lorsque sa grandeur caractéristique force
électromotrice ou force contre électromotrice (f.e.m ou f.c.e.m) est en fonction d’une grandeur
électrique (tension ou courant) du réseau. On ne peut pas éteindre une source liée. En effet,
I’énergie qu’apporte une telle source n’est pas extérieure au réseau. Il s’agit d’énergie interne
au réseau. En revanche, une source est dite indépendante lorsque sa grandeur caractéristique
force électromotrice ou force contre électromotrice (f.e.m ou f.c.e.m) est indépendante de la

grandeur électrique (tension ou courant) du réseau. On peut éteindre une source indépendante.

IV THEOREME DE SUPERPOSITION

Ce théoréme s’applique aux réseaux qui comportent plusieurs générateurs (deux sources et
plus). Lorsque le circuit est trop compliqué, on le découpe en circuits simples. Si un circuit
linéaire comprend plusieurs générateurs, le courant circulant dans une branche de ce circuit
est la somme des courants qui seraient créés par chaque générateur pris isolément (les autres
générateurs ayant été remplaces par leur impédance interne).

Soit un réseau linéaire comportant n sources indépendantes de la tension et du courant que
nous pouvons noter : Si, Sz, . . ., Sn, et une grandeur a calculer, comme par exemple Ik le
courant dans la branche K. Appelons Ik, Ikz, . . ., lkn, les valeurs de cette grandeur cree
individuellement dans cette branche par chaque source agissant seule. Les autres sources étant
passivées.

Ik =l + I+ -+ - + lkn
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Remarque: Passiver une source revient a la remplacer par sa résistance interne. Autrement

dit, ceci revient a court-circuiter les sources de tension et a ouvrir les sources de courant.

Application

5D

=z g
™~
=
)
.
R

Retrouver la tension Ugwm en utilisant le théoreme de superposition.

) R

Si Ei# 0 E=0, U, =U,= 2 *E,
R, +R,

) _ R,
Si Ex# 0 E1=0, U,, :U2:R1+R2 )
En tenant compte des deux sources, nous obtenons:

R R
UBM :U1+U2: L_* 1 : *Ez
R, +R, R, +R,

V THEOREME DE THEVENIN ET NORTHON

V-1 Introduction

Pour analyser le comportement d’un réseau électrique a plusieurs €léments pour différentes
charges (calcul de la tension et du courant de sortie), il est préférable de recourir a un modele
simple sans la charge qui se met :

« Soit sous la forme d’une source réelle de tension. On parle du modele de Thévenin.

« Soit sous la forme d’une source réelle de courant. On parle du modéle de Norton.

Les théoremes de Thévenin et de Norton permettent de modéliser le comportement d’un
dipole. Ces théorémes montrent qu’indépendamment de la charge, un réseau quelconque vu
entre deux de ces points peut toujours étre représenté par une source réelle de tension ou par

une source réelle de courant.
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V-2 Théoréme de THEVENIN

Le théoreme de Thévenin a été initialement découvert par le scientifique allemand Hermann
von Helmholtz en 1853, puis en 1883 par l'ingénieur télégraphe francais Léon Charles
Thevénin. Ce théoréme se déduit principalement des propriétés de linéarité et du principe de
superposition qui en découle. Il s'utilise pour convertir une partie d'un réseau complexe en un
dipble plus simple.

Un réseau linéaire pris entre deux nceuds quelconques (A et B) est équivalent a un générateur
de tension de f.6&.m. Ethen série avec sa résistance interne Rrh.

Exemple de circuit

A B Ry, A

) E,—

Erh est la tension a vide du réseau c¢’est-a-dire la tension que I’on mesure entre A et B lorsque
le circuit extérieur est ouvert (I = 0). Rrh est la résistance équivalente du réseau lorsque 1’on

éteint les sources indépendantes.

EXEMPLE D’ APPLICATION:
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La tension de Thévenin est la tension obtenue a vide entre A et B. Cette tension obtenue aux

bornes de R2 se calcule en appliquant le diviseur de tension.

__R
R, +R,

*
TH E

La résistance Rrn est obtenue en passivant la source de tension E. Il suffit de remplacer la
source E par un court-circuit et par la suite déterminer Rty vu des bornes A et B.

Ry = ﬁ

R, +R,

V-3 Théoréme de NORTHON
Tout circuit électrique linéaire peut étre remplacé par un dip6le équivalent vis-a-vis des points
A et B, c’est-a-dire vu d’un élément placé entre A et B par un générateur de Norton
équivalent de courant Iy et de résistance interne Rn.
« La valeur In du générateur de courant équivalent est égale a I’intensité mesurée ou calculée
entre A et B dans un court-circuit (charge court-circuitée).
« La résistance interne Ry correspond a la valeur de la résistance vue entre les bornes A et B

lorsque les sources indépendantes sont passivees.

Exemple de circuit

A

A B ®
— <ﬁ> JN@ Ry

i B

Jn est le courant de court-circuit ¢’est-a-dire le courant que I’on mesure entre A et B lorsque
le circuit extérieur est remplacé par un court-circuit.

Rn est la résistance équivalente du réseau lorsque 1’on éteint les sources indépendantes.

En résumé, un réseau linéaire pris entre deux nceuds quelconques (A et B) est équivalent a un
générateur de courant de Jn en paralléle avec sa résistance interne Rn.

Le passage du modele d’un générateur de Thévenin a celui d’un générateur de Norton conduit

a trouver :

Ry =Ry ETH :RTH*ITH :RTH *IN
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EXEMPLE D’ APPLICATION:

La résistance Ry est obtenue en passivant la source de tension E. Il suffit de remplacer la
source E par un court-circuit et déterminer la résistance Ry vu des bornes A et B.
n o RRe
R, +R,

VI1-4 Dualité Theévenin — Norton
Les schémas de Thévenin et de Norton sont des schémas équivalents, les deux dipGles
présentent :

1) La méme tension a vide.

2) Le méme courant de court-circuit.

3) La méme résistance interne.
Conformément au principe de dualité, pour trouver le schéma dual du schéma de Thévenin,

nous effectuons les transformations suivantes :

a) Eléments en série<« €léments en parallele.
b) Tension en volt< courant en ampeére.

c) Reésistance en ohm< conductance en siemens.

VIl THEOREME DE MILMANN

Ce théoreme donne une généralisation du théoreme de superposition. Cette autre facon
d’écrire la loi des nceuds permet de calculer la différence de potentiel entre un nceud N et le
nceud de référence des potentiels.

Soit M un nceud du circuit choisi comme référence de potentiel Vi = 0. Supposons n branches

connectées a un nceud N. Chaque branche constitue un dipole vu entre le nceud N et celui de
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référence, ce qui permet de remplacer la branche réelle par son modéle équivalent de

Thévenin.

Si nous effectuons un court-circuit entre le nceud N et le nceud de référence, le courant de

court-circuit (courant de Norton) est égal a la somme des courants fourni par chaque source.

“E. E, E, E, E

Iy =l =) —=—+—"+—"+....c.... +—
"% 4R R R, R, R

i=1 |
Lorsque nous passivons les sources de tension, toutes les résistances se trouvent en parallele.
La conductance eéquivalente est egale a la somme des conductances de chaque source.
Le théoréme de Millman stipule que la tension calculée ou mesurée au nceud N est donc égale
au produit de la résistance équivalente par la valeur de la source de courant, soit :

n

Y EG,
= _EG+EG,+EG;+....... E.G,

VN=I—1
Zn:G‘ G 4G, +G; + e +Gn
=1
El E2+E3 ....... +:_i”
V — 1 2 3 n
1t 1 L
Rl RZ RS ........... Rn

VIII- THEOREME DE KENNELY
Ce théoréme permet de transformer le schéma d’un réseau en « 7» en un schéma en « T » qui
est souvent beaucoup plus facile a étudier. Cette transformation est souvent appelée aussi

transformation triangle-étoile.
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Considérons trois nceuds d’un réseau électrique notés A, B et C. S’ils sont reliés deux a deux
par des éléments formant une seule branche, il s’agit d’un montage triangle (ou en n) donné a
la figure (3a).

Par contre si les trois branches auxquelles appartiennent les trois nceuds sont reliées a un
nceud commun, le montage a une structure d’étoile comme indiqué a la figure (3b).

Pour que ces deux structures soient équivalentes, elles doivent présenter la méme réponse

(elles doivent présenter la méme résistance).

A R AR B A R A R B B

(a) (b)

Figure 3 : Configuration triangle-étoile

Plusieurs méthodes peuvent étre appliquées pour trouver les équivalences entre la structure
étoile et la structure triangle. L une de ces méthodes consiste a calculer pour chaque structure
les résistances vues entre les points A—B,A—CetB - C.
Si nous court-circuitons les points B et C, la résistance vue entre A et B est :

» Dans le montage triangle : Rac en parallele a Rag.

> Dans le montage étoile : Ra en série avec I’ensemble Rg et Rc en paralléle.

L’équivalence entre les deux montages s’écrit : Rag // Rac = Ra + (Re // Rc)
Soit en passant aux conductances pour le montage en = :
Rg + R

G, +G,. =
TR RRy +R, R +RR,

De méme, en court-circuitant les bornes A et C, nous obtenons :
R, +R

Gpp +Gge =
T R,Ry +R,R. +R, R,

Et enfin en court-circuitant les bornes A et B, nous obtenons :
R, +R;g

G,. +G,. =
AT R,R, +R,R. +RyR,
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En combinant les trois relations précédentes et en revenant aux résistances, nous obtenons :

_RuRg +RuRe +R,R;

R _RyRg +R,R: +R5R. _RuRg +R,R: +R5R.
AB T

Rge = R,.=
R BC R, AC R,

Si maintenant, nous exprimons la résistance vue de deux bornes BC, AC ou AB avec, a

chaque fois, la troisiéme borne en circuit ouvert, nous obtenons :
> Entre Bet C: Rgec// (Ras + Rac) =Re + Rc.
> Entre Aet C:Rac// (Ras + Rec) = Ra+Rec.
> Entre Aet B : Rag// (Rac + Rec) = Ra + Re.

En combinant ces trois équations, nous obtenons :

_ RasRac _ R Rec R = RacRac
’ Rag + Rec +Rye ‘

A =
RAB + RBC + RAC

RAB + RBC + RAC
Exercice

Une source de tension continue délivre une tension d’amplitude E dans le circuit appelé «
pont de Wheatstone » représenté a la figure 4.

1. Déterminer I’expression de la résistance équivalente Réq vue entre les bornes A et B. En
déduire I’expression du courant I.

Cas particulier : Rt =R2=Rs=Rs =R.

2. On prend le cas particulier (R1 = R3 = R/2 et R2 = R4 = R), déterminer 1’expression du
courant Ir qui circule dans la résistance R.

3. On suppose maintenant que la résistance R représente la résistance interne d’un
amperemetre. Donner la condition sur les résistances R1. R2. R3 et R4 pour avoir un courant

Ir nul. R;

.

Solution Figure 4 : Pont de Wheastone

On commence par présenter le circuit d’une autre facon. On peut ensuite transformer les trois
résistances Ri1, Rz, et R qui sont branchées en triangle, en une représentation équivalente en

étoile formée par Ra, Rc, et Rp.

Polycopié Cours et TD Année Universitaire 2015/2016



RI R:
R
Jos =1
B B

Dans le cas d’une représentation étoile, les expressions des différentes résistances

RR,  _R*_R RR__R*_R RR, _R® R

sont: R,=—22 -~ —— R =— 21 - - R=— 2 - ——
R,+R,+R, 3R 3 R,+R,+R, 3R 3 R,+R,+R;, 3R 3
1 2 3 1 2 3 1 2 3

Entre le point N et le point B, on a deux résistances en paralléles. La résistance équivalente
Req du circuit devient :
R R R R 4R, 4R
R =Ra +I(Rc +R) MRy +R,)] - Ry =2+ + RV, + R = + () -+ R)]
3 73 3 3 73 3
4R, 4R
R, 3 3 R, 16R°,16R* 3 R 2R_

Ry ==+ =— —=—+—=R
“ 3 4R 4R 3 9 9 8 3 3
3 3
.. - o E E
Le courant qui circule dans la résistance equivalente est : | = — =R

éq
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CHAPITRE IV : LES QUADRIPOLES

| DEFINITION
Un quadripdle est un réseau qui comporte 4 bornes de liaisons avec les circuits extérieurs.

Deux bornes placées a I’entrée du quadripdle et deux autres placées a la sortie de ce méme
quadripdle. C’est un réseau électrique permettant le transfert d’énergie entre deux dipoles. Le
quadripéle est caractérisé par les deux grandeurs d’entrées Vi, 1 et les deux grandeurs de

sorties V2, Iz reliées par les deux équations suivantes :

f(\/l’ |1' |2’V2) =0
{g(\/l’ 1,,1,,V,)=0

I b
— L &
(. , v, " 1
I; et V1 désignent les grandeurs d'entrée. JT Quadripole TV-
I> et V> désignent les grandeurs de sortie. \ .

Figure 1 : Symbole du quadripble

Tres souvent, le quadripGle est en fait un tripdle, en ce sens qu'une borne de l'entrée et une
borne de la sortie sont reliées par un court-circuit interne. Ces bornes communes sont le plus

souvent mises a la terre. Le conducteur commun est appelé masse.

Ij I_\
C > ——
VIT TVJ
._ -

Figure 2 : Symbole du tripdle

I REPRESENTATION MATRICIELLE D'UN QUADRIPOLE

II1-1 Matrice impédance
Le schéma interne de tout quadripble équivalent en matrice Z est donné a la figure 3.
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Figure 3 : Schéma équivalent d'un quadripdle en paramétres Z

Les équations caractéristiques de ce quadripble peuvent se mettent sous la forme:

{Vl = Z11 |1+le |2
Vz :Zzlll"‘zzz I2

V1 le Z12 |:|1:| |:|1:|
Ou encore sous forme matricielle: = = [Z]
|:V2:| |:221 Z22 I 2 I 2

[Z] est la matrice impédance du quadripble. Les éléments de cette matrice s'appellent les
parametres Z. On calcule la valeur des éléments de cette matrice en imposant une source a un

acces et laissant 1’autre en circuit ouvert.

I 2 ; I
» ————0 o] 2
Ui TUI
!I
< o o
I' 2' I

Ainsi par exemple si la sortie est a circuit ouvert, les eéléments Zi; et Z1 de la matrice [Z] se

réduit a :

Impédance d'entrée: Zy=—

, . V2
Impédance de transfert direct: Z, = 1
1

1,=0

Si I’entrée est a circuit ouvert, les éléments Z1» et Z»» de la matrice [Z] se réduit a :
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Impédance de transfert inverse: ~ Z;, = —

1,=0
I 2
. . V2
Impédance de sortie: £, = |,
I 2
Exemple:
Trouver les paraméetres Z des deux quadripbles suivants :
7 2 1 Z1 2
C O
Z Z 2
[o O o O
1’ 2' I 2

Z Z Z,+7Z, Z,
Z = Z =
Z Z Z, Z,

11-2 Matrice admittance

Le schéma de ce quadrip6le équivalent est donné a la figure 4:

-
. [ ]
v
o
rs:
-
ke
=
g
o

Figure 4 : Schéma équivalent d'un quadrip6le en paramétres Y.

Les equations caractéristiques de ce quadripdle peuvent se mettent sous la forme:

{Il :Y11V1 +Y12V2
Iz :Y21V1 +Y22V2

MBI

|
- 1
Ou encore sous forme matricielle: [I
2
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[Y] est la matrice admittance du quadripble. Les éléments de cette matrice s'appellent les
paramétres Y. La matrice Y est évidemment I’inverse de la matrice Z. On calcule la valeur des
éléments de cette matrice en imposant une source a un acces et en mettant I’autre en court-

circuit.

Ainsi par exemple si la sortie est en court circuit, les éléments Y11 et Y21 de la matrice [Y] se
réduit a :

LY
Vl

Admittance d'entrée: Y13 = = |y, o

|
Admittance de transfert direct: Y, = \72
1

V,=0

Si ’entrée est mise en court circuit, les éléments Y1, et Y22 de la matrice [Y] se réduit a :

|
Admittance de transfert inverse: Y, = V_l
2

V,=0

|
Admittance de sortie: Y, = —=
V2

V,=0

Comme on a vu que la matrice [Y] est I’inverse de la matrice [Z], donc [Y] = [Z]*
Exemple:

Trouver les parameétres Y du quadripdle suivant :

! Y 7
C 0 Y -Y
Y =
-Y Y
I 2
O 0
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11-3 Matrice hybrides

Les matrices hybrides correspondent au cas ou les variables indépendantes sont de nature
différente, un courant et une tension, relatives a des acces différents. Dans ce cas, nous
exprimons la tension d’entrée V1 et le courant de sortie 12 en fonction du courant d’entrée |1 et
de la tension de sortie V> ce qui donne:

{Vl = h11 |1 + h12V2
|2 = h21 I1 +h22V2

A h, hy, |:|1:| [Il}
Sous forme matricielle : = =|h
|: I 2 :| |:h21 h22 V2 [ ] V2

hi1, hi2, ho1 et hyz sont les parameétres hybrides de la matrice hybride [h], avec

. 7 Vl
Impédance d'entrée:  hy; = 1. Iva=0
1

L’amplification en courant: hy,, ==

. Vl
Rapport de transfert inverse: ~ hy, = V.
2

. . I 2
Admittance de sortie: h22 =
V,

1,=0

Le schéma de ce quadrip6le équivalent est donné a la figure 5 :

F 3
-

7,

Figure 5 : Schéma équivalent d'un quadrip6le en paramétres hybrides
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Contrairement aux matrices d'impédance et d'admittance, les éléments des matrices hybrides
ne sont évidemment pas homogenes. Deux éléments n'ont pas de dimensions et sont des
coefficients de transfert en courant ou en tension. Les deux autres ont I'un la dimension d'une

impedance, l'autre celui d'une admittance.

Exemple:
Le quadripdle en shunt a pour parametres hybrides :
I 2
o o]
h11= 0, h12=1, hp1=-1, hyp=1/Z
V4
o O
;! 2I

11-4 Matrice de transfert
Si les deux grandeurs indépendantes sont relatives au méme acces, la matrice est appelée

matrice de chaine T (de transmission ou de transfert). On exprime les grandeurs de sortie en

fonction des grandeurs d'entree:

{Vz :T11V1 _T12 |1
I2 :T21V1 _T22 I1

V T T V. V.
Sous forme matricielle : [ 2} =" 2 { ' } = [T][ ! }
|2 T21 T22 - |1 - |1

T11 est I'amplification en tension.
T22 est 'amplification en courant.

T1o est une impédance et T21 une admittance.
Exemple:

Le quadripble en shunt de la figure ci contre a pour matrice de chaine :
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! 2
o o

1 0

T=|1

— 1

7 Z
o o)
7' 2

111 CARACTERISTIQUES D'UN QUADRIPOLE EN CHARGE ET ATTAQUEE PAR
UNE SOURCE DE TENSION REELLE
Pour caractériser un quadripble, on connecte un dip6le source (Eg, Rg) aux deux bornes

d’entrée. Aux deux bornes de sortie, nous branchons un dipdle de charge noté Zy

| | |

| R, I I; I I '

4 |

B - ;
|

I y ¥ Y% o A '

Eg(T :T ! Quadripole Q £ i Zy i
1 |

I | I !

| : ~+ i

Source Charge

Figure 6 : Quadripdle en charge et attaqué par une source de tension
réelle

Pour définir le quadripble Q par ses parametres Z, il faut savoir les équations qui permettent

de déterminer I'état du réseau et qui sont:

V, =Z, 1, +Zp e, @
Vo=Zou i+ Zop b (2)
E, =Vi+ Ry 1o, (3)
V, ==Z by, (4)

I11-1Impédance d'entrée

L’impédance d’entrée est I’impédance « vue » par la source qui attaque le quadripole a vide

ou en charge.

— - -

TVJ Ze[l Quadripdle Q

(S —

Figure 7 : Impédance d'entrée d'un quadripdle

Polycopié Cours et TD Année Universitaire 2015/2016



. . . z Vl
L'impédance d'entrée est donnée par: £, = T
1

Si nous utilisons les paramétres Z (les équations (1), (2) et (4)), nous obtiendrons:

. -Z,1
-Z,0,=2,1,+Z,1, cequidonne I,=—"%2*L
Z,,+Z,
X 5: . s A : —ZyZy
Et de 1a, on aura I'impédance d’entrée suivante : Z, =Z,, ——=——=
Z,,+Z,

I1I-2 Impédance de sortie
Vis-a-vis de la charge, le quadripble se comporte comme un dip6le équivalent au générateur
de Thévenin.

| 1
! Rg | II IJ
I ! —= -
T > NA ] b
! —L 1 , Quadripdle Q 1 7=7
I 1 | V 5 Th
I Fo L "
e : ()
| 1
! = paiaa E—
BT

Figure 8 : Représentation de la sortie du quadripdle par son équivalent de Thévenin.

. . V,
L'impédance de sortie est donnée par: Z, =—=
I 2 1E4=0
| R, | L
] - &,
| A7 iipieq ||7- v
| E~0 ! Quadripole Q | |Z=Z7, )
| |
: o U .

Figure 9 : Schéma utilisé pour le calcul de Zs.

Si nous utilisons les paramétres Z (les équations (1), (2) et (3)), nous obtiendrons:
B Z21212

Z.=27, ———2a712
ST R, +Zy,
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I11- 3 Gain en tension
Le gain en tension est défini par le rapport de la tension de sortie V> du quadrip6le par la

\Y
tension d'entrée Vo: GV =—2%
Vl
Si le quadripGle est defini par les paramétres Z et par l'utilisation des equations (1), (2), (3) et
@), il résulte: Gy =_ 224y
2,2y +AZ

I11-4 Gain en courant
Le gain en courant est défini par le rapport du courant de sortie I> du quadripdle par le courant

dentrée I;: Gi= T

I 2

1
Si le quadripOle est défini par les paramétres Z et par l'utilisation des équations (2) et (4), il
résulte:

ZZl

Gil=——""—
Z,, +AZ
Application

Calculer I'impédance d'entrée, I'impédance de sortie, le gain (I'amplification) en tension et le
gain (lI'amplification) en courant du quadrip6le de la figure 10. Le quadripdle est attaqué par

une source Eg de résistance interne Rg et chargé par lI'impédance Z,.

__________________________

| :
fm—m—— 1'; : R C R i f_} fm e mmm e m
: : - > i | — | — ; <+ * i :
i RE i V; | i Vg i i
: ! i TC : ]z
(D | : i :
I L . T ' . ' |

Figure 10 : Quadripdle en T ponté

Nous commencons par le calcul des parametres Z du quadripdle. En utilisant le théoreme de

Kennelly, le schéma du quadrip6le devient:
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| :

1 1

1 1
fmmmmmmmn I V4 V4 v D oo
| ] o1 e
1 1
: Re & 7, i Z; i Vs i
i i : | | I:IZL
- E, ! : 1 l l
i <l B T S

Figure 11 : Transformation Kennely
Avec
5 _5 _ R*Z, _ R?
T2 2R+ Z, * T 2R+2Z,

Les parameétres Z sont donnés par :
Z,=2Z,+(Z;+2Z;)

212:Z3+ZC 221:Z3+Zczzlz

Zzz = Zl +(Zs +Zc) = le

Il est clair que le déterminant de la matrice Z est égal a zéro : AZ=0

_ ZZlZlZ _

RgZ,,

S _ZZu A2 2,2,

S

© Zu+Zy, Ly +Zy TR, +Z,
) Z
Gi=—=*=-G,
Z22
Gv=%2
le

IV ASSOCIATION DE QUADRIPOLES

IV-1 Association en série de deux quadripoles

Rg+7Z,;

Dans ce cas, la tension d'entrée (de sortie) du quadripdle résultant est la somme des tensions

d'entrée (de sortie) des quadripOles associés en série:
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i

w Quadripole Q'
1

N Quadrip@le Qn J—‘_‘

Figure 12 : Quadripdle en série

V, =V, +V, et V, =V, +V,

Les courants sont identiques: |, =1, =1, etl,=1,=1,

La matrice [Z] du quadripdle équivalent a la mise en série de Q' et Q" est donnée par:
[z]=[z [+[z']

IVV-2 Association en parallele de deux quadripdles
Dans ce cas, le courant d'entrée (de sortie) du quadrip6le équivalent est la somme des courants

d'entrée (de sortie) des quadripdles associés en paralléle.

Quadripdle Q'

Quadripole Q"

Figure 13 : Quadripble en paralléle

La matrice [Y] du quadrip6le équivalent a la mise en parallele de Q' et Q" est donnée par:

YI=lvJ+ 1]

Démonstration

=1 +1

Polycopié Cours et TD Année Universitaire 2015/2016



V.=V, =V,
Commeonadéja |, =[Y]V, ' =[Y 1V, 1" =[Y'1V,
Alors, on pourra tirer la matrice résultante Y

L=IYM, =YV, +IY 'V, =[Y +Y'V, [Y]=[v J+[v"]

V-3 Association en cascade de deux quadripoles
Dans ce cas, la tension de sortie du premier quadrip0le est la tension d'entrée du deuxieme
quadrip6le comme il est présenté dans la figure 14.

irj E .FJ' f_-, I”I I, i ]_
] < > ——
T..-J,T i T 7, Quadripole TV.:_ P fIT Quadripole V,,__T i T v,
i Q Q" |

Figure 14 : Quadripdle en cascade

La matrice [T] du quadripdle équivalent a la mise en cascade de Q' et Q" est donnée par:
[rl=fr ]

V=V, et V, =V etV, =V,

IRk I e g

I, l, 1, l,
CommeonaV, =V, et |, = I, nous obtenons donc :

V|

|2 2 1

La matrice de chaine de deux quadripdles en cascade est donc le produit des matrices de
chaines partielles. Comme la multiplication matricielle n'est pas une opération commutative,
il faut prendre garde a l'ordre dans lequel les quadripbles sont connectés. L'emploi de la

matrice T permet de ranger les matrices dans le méme ordre que les quadripéles.
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ﬂpp[ication ! Produit de deux matrices

n o0
Soit la matrice du quadripdle 1 : T'= 0 1
n

n 0
Soit la matrice du quadripdle 2 : T'=| 1

z

Alors la matrice de transfert totale est la suivante:

n 0 n 0 n> 0

T= * =
o L 1 11
n Z Zn n

V-4 Quadripdles entrée série-sortie paralléle

Il est clair que I'addition de deux matrices hybrides correspond a la mise en série de deux
acces et a la mise en paralléle de deux autres, pourvu que les quadripdles entrant dans la
connexion vérifient le test de Brune correspondant. La figure 15 donne un exemple de ce test

pour une connexion mixte ou I'on additionne les matrices.

o———— —0 o——] 0
[y ——
TL’E i
o—1
[y —
o

e

Figure 15 : Quadripdle avec entrée série-sortie paralléle

Polycopié Cours et TD Année Universitaire 2015/2016



CHAPITRE V : DIAGRAMME DE BODE

| DEFINITION
Le diagramme de Bode est un moyen de représenter le comportement fréquentiel d'un
systéme. C’est une représentation qui consiste a tracer séparément d’une part, la variation du
module et d’autre part, la variation de ’argument de la fonction de transfert d’un systéme en
fonction de la fréquence (ou de la pulsation). Il permet une résolution graphique simplifiée
afin de visualiser rapidement la marge de gain, la marge de phase, le gain continu, la bande
passante, le rejet des perturbations et la stabilité des systemes.
Il FONCTION DE TRANSFERT
La fonction de transfert est une représentation mathématique de la relation entre l'entrée et la
sortie d'un systéme.
d"s(t) d"e(t)
"odt" dt"
a,p"S(p)+...+a,S(p)=b,E(p)+...+b, E(p)

_S(p) _bpp"+...h,
E(p) a,p"+...q

a

+...+a,5(t)=h, +...+Dbye(t)

H(p)

E(P) S(P)
H(P)

v

La fonction de transfert peut étre assimilée a un gain complexe dont il suffit juste de le
déterminer (module et argument) ensuite tracer les courbes de variation du module (ou gain)

et du déphasage en fonction de la fréquence (ou de la pulsation).

Exemple 1: Circuit RL

e}

1t %
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di

v Equation différentielle : u(t)=Ri(t)+LE i(0)=0
v Loid’Ohm (impéd | ~ U=Rl+ljol
o1 m (impédance complexe) : U=RI+Lpl
v Fonction de transfert :  H(p) = (p) ot 1
U(p) R+LP R, L
+Ep

111 ANALYSE FREQUENTIELLE OU HARMONIQUE
On étudie la réponse d'un systeme soumis en entrée a un signal sinusoidal en régime

permanent.

e(t)=eosin(wt) HE) s(t)=sosin(wt+o)

v

On pose : e =gg elot

s= gp ellotto)

b, +b1(ja))+b2(ja))2 +...b, (jo)"
8, +2,(j0) +2,(jo) +...2,(jo)"

Hjo)= =

On réarrange I’expression de la fonction de transfert pour séparer la partie réelle de la partie
imaginaire, pour mieux calculer ’amplitude et la phase.

1
2

fxem]o[e 2: Soit la fonction suivante :  H(p) =

1D |ln

Calculer la fonction de transfert dans le domaine fréquentiel.

Reéponse :
1
2+ jo

La fonction de transfert est: H(jw) =

1D |l

On transforme pour séparer la partie imaginaire de la partie réelle. Pour cela, on multiplie par
(2- jw) afin d’éliminer la partie imaginaire au dénominateur.

1 ,2-jo 2-jo
2+ jo 2-jo 4+0°

H(jo) =

. 2 jo
o) Tt
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L’amplitude est :

_ 5 V¥ [ o YV 2*12_1m2_1
|H(Jw)|:\/(4+a)2j +(4+a)2j =\/(4+a)) (4+a)2) 4+0 o V4t o

Laphaseest: ZH(jo)=-tan 1(%)

Le module de H(jw) donne donc le gain G du systéeme qui n’est autre que le rapport entre les
amplitudes d'entrée et de sortie.

L'argument de H(jo) donne le déphasage @ entre I'entrée et la sortie qui n’est autre qu’un
retard de la sortie sur I’entrée

Mais il convient de remarquer que si trés naturellement nous choisissons d’exprimer ¢(®) en
radians (ou en degres), nous preferons utiliser des logarithmes pour représenter le module de
H(jom). Nous adoptons aussi, pour le module et pour la phase, des unités en log (®) en

abscisses.

IV ECHELLE LOGARITHMIQUE

On utilise des échelles logarithmiques pour les courbes de Bodes parce qu’elles simplifient
considérablement leur trace, leur manipulation et leur interprétation. On utilise une échelle
logarithmique pour I’axe ® (abscisse) parce qu’on peut tracer I’amplitude et la phase sur un
plus grand intervalle de fréquence qu’avec des axes de fréquence linéaires, ou toutes les
fréquences comptant pareil, d’autant plus que ces courbes donnent souvent des lignes droites.
L'échelle logarithmique permet un tracé tres lisible, car il est composé majoritairement de

troncons linéaires.

V FORME DE BODE D’UN SYSTEME LINEAIRE DU PREMIER ORDRE
L’analyse des systémes asservis a ’aide de la méthode de Bode utilise les représentations
graphiques de H(jo). Le diagramme de Bode est utilisé pour représenter la réponse
harmonique d’un systeme dynamique. On représente H(jo) sur 2 courbes alignées en
fonction de la pulsation®. L’échelle utilisé est 1’échelle logarithmique, 1’abscisse gradué en
log (w)

v Le gain Ggg en décibels (dB) : G =20 log | H(jw)|

v Laphase ¢ en degrés ou radians : ¢ = Arg (H(jw))
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Diagramme d amplitude : Représentation du logarithme du module 20 log10(G) [dB]

en fonction du logarithme de la pulsation o ou de la fréquence f.

|
—
=
T
!
|

Amplitude (dB)
|~I
=]
|
|

—30F KHM |
—40 |- =
1 1 1 [ | 1 1 1 [ R | 1 I 1 TR B R |
107 10" 10! 10?

Diagramme de pﬁase : Représentation du déphasage ¢ en fonction du logarithme de la

pulsation o ou de la fréquence f.

0 ]
_?@ - e H,_\H -
o ™~
g —40f > :
2 S
= —60 | ~_ .
—80 L .-"""--—q_h__________ .
1 1 1 I T | 1 1 1 I T | 1 1 1 - |T
107! 10" 10! 10°

Il est relativement aisé de dessiner dans ces deux diagrammes les asymptotes correspondantes
a un certain domaine fréquentiel. La connaissance de ces asymptotes est en général suffisante
pour extraire I’information principale contenue dans le diagramme de Bode.

L'échelle des pulsations est logarithmique et est exprimée en rad/s (radian par seconde).

Soit le systeme du premier ordre suivant :  H(p) = 4 I
TP+
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|H(ja))|—| v |_|7(1_Tja))|_ 4

Amplitude : _‘Tjw+1‘_‘ T2w2+1‘_w/1+12a)2

= 20l0g ,o|H(j@)| = 20l0g, () —10l0g o L+ 7 *r? )

Le calcul des asymptotes

Diagramme du module

a) Lorsque T << 1, alors =log ,,|H (jw)| —log , (7). Asymptote horizontale passant par y

basse fréquence.

b) Lorsque te >> 1, alors = 20log,,|H (j@)| = 20log ,(»)—10log olc20?)

= 20log ,,|H (jw)|=20log (%): H(jo)| —>ﬂ Asymptote haute fréquence de pente

(r0)
-20 [dB/décade] passant par y.

L’abscisse du point d’intersection des deux asymptotes, indiquée ici par an, correspond a la

-1 1

T

T

valeur absolue du pdle de G(s). o, =

Diagramme de phase

y y(rjo-1) y
=Arg| —— |= Arg| ———— |-art =7
/ rg(z‘jaHlJ rg( ’0’ +1 j ar(ro) N+7r20?

a) si w—0alors ¢ — 0 (Asymptote horizontale)

b) si co—)ooalors% —1 (Asymptote horizontale)

Le tracé du diagramme de phase permet de visualiser la bande passante du systeme. Il s’agit

de l’intervalle de fréquence [0, wy] pour lequel le rapport d’amplitude est supérieur ou égal a

7 etle déphasage a —45°.

V2

Wp n’est autre que la pulsation de coupure. On parle aussi de la fréquence de coupure. Cette
derniére représente la fréquence pour laquelle le circuit bloque les fréquences indésirables.

Elle est notée généralement par fo.
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Le tracé des deux diagrammes

L.

\ [Gjw)| [dB]

201logyo(7) ]
jArg'(GGQ»}')' [I i
0° : xR AL R e e o T e e e . B B
45° _
90° L
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CHAPITRE VI : TRANSFORMEE DE LAPLACE

I INTRODUCTION

Plusieurs techniques utilisées dans la résolution de problémes d’engineering sont basées sur le
remplacement des fonctions de la variable réelle (temps ou distance) par certains
développements dépendant de la fréquence ou par des fonctions de la variable complexe
dépendant de la fréquence. Dans ce chapitre, nous exposerons une technique de
transformation des fonctions du temps en des fonctions de la variable complexe dépendant de

la fréquence. On l’appelle transformation de Laplace, elle permet la résolution d’équations

différentielles.
I1 LA TRANSFORMATION DE LAPLACE

Soit f(t) une fonction reelle de la variable réelle t, définie par t>0. Alors:

L[f(t)]=F(p) =J f (t)e P'dt = transformée de Laplace de f(t). p est une variable complexe
0

définie par p=o+ jo Ol o et w sont des variables réelles et j=+-1 (ou encore j=-1). La

variable réelle t représente toujours le temps.
III L’INVERSE DE LA TRANSFORMEE DE LAPLACE

La transformation faisant passer du domaine de la variable complexe p au domaine du temps t
s’appelle inversion de la transformation de Laplace. Soit F(p) la transformée de Laplace de la
fonction f(t), t>0. Alors la transformée inverse de Laplace de F(p) s’écrit sous la forme

suivante :
L[F(p)]= £(0) = [ F(p)e™dp

IV PROPRIETES DE LA TRANSFORMEE DE LAPLACE
1) Linéarité :
Llaf(®)]=aF(p)
Lla, f,(0+a, T, ()]=aF.(p) +a,F,(p)
2) Latransformée de la dérivée :
Si L[f®]=F(p) =L[f'O]=pF(p-T()

L{ddzz(t)}=p2|:(p)—pf(O)—f'(O)
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L{ddzs(t)}:pslz(p)_ OO (0

Généralisation : L{ d df (t)

} pF(p)—p" F(0)—p"Ff'(0) —....cccc. f"(0)

3) La transformée de I’intégrale :

si L[f()]=F(p) :»L[ff(t)}?

4) Théoreme de la valeur initiale :

df (t) df @),

df (t) df (t) pt
Ft)=——~——pF(p)-1(0)= L{ dt} pF(p)—f(0)+L[ ot }—f(O) f dt

Quand p—+ o, NOUS NOUS avons : I?e‘p‘dt —>

D’ou le théoreme de la valeur initiale s’écrit : f (0) =lim pF(P) =lim f(t)
5) Theoreme de la valeur finale :
lim f(t) =lim pF(p)

6) Transformation dans le domaine complexe:

7) L{ f (1)} =aF(ap)
a
8) L-{ F (E)} —af(t)
a
9) Lle*f@)|=F(p+a)
10) L[t @)= d’ Fp(p)

f)] |
11) L[T} —'[F(p)dp

12) L[f(t-7)]=e " F(p)

13) L[RM+FRP]=] L@)* f,E-7dr
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V TABLEAU ELEMENTAIRE DE LA TRANSFORMEE DE LAPLACE

Fonction dépendant du temps Transformée de Laplace
Impulsion unité de Dirac c(t) 1
Echelon unité u(t) 1
Rampe unité t 1
2
p
Polyndme t" n!
pn+1
Exponentielle e™ 1
p+a
Onde sinus sin at a
p2 +3.2
Onde cosinus cosat p
p2 +a2
Onde sinus amortie e " sin bt b
(p+a)®+b’
Onde cosinus amortie e * cosht p+a
(p+a)®+b?

Applications
Déterminer les transformées de Laplace des fonctions suivantes :

ft)=3"-e*, f,@t)=t, f,(t)=1-e*+cost, f,(t)=2e"cos3t

Solutions
3 1 2p+5

L[f,()]=3L[e"']-L[e™*]= — =
[f.(D]=3L[e"]-L[e™] ol pi2 piidpil

ugan:jm*m du = dt v=i;ep
0
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o]

= UL O1=[ e Ty - [~ Te v =[ Lo~ Loy =
p p P

0

L[ f,(t)] = L[1] - L[e*]+ L[cost] = i 1, P
p p-2 p°+1

p+4
(p+4)°+9

L[ f,(t)] = 2L[e " cos3t] = ZJe““ cos3te Mdt=2
0
V- APPLICATION DE LA TRANSFORMEE DE LAPLACE A LA RESOLUTION
D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES
L’application de la transformée de Laplace a la résolution d’équations différentielles est d’une
grande importance dans des systéemes de commande.

Considérons I’équation suivante :

(y — C’est la fonction correspondant au Signal de sortie

Avec { x— C’est la fonction correspondant au Signal d’entrée

a; —Ce sont des constantes avec i=0, 1, 2, 3,......... n
\

Les conditions initiales pour cette équation sont :

k
((jjtl}/‘t—o =y*(0) k=012,....n-1 et y*(0) sont des constantes.

La transformée de Laplace de cette équation est donnée par :

Z ai(piY(p)—Z p“l‘kyk(O))}: D () F 0
D’ou

IZl:ailoilkyk(o) ) a, p' "y (0)
Y(p) = nX(p) 40 kD = y(t)=L nX(p) ) =

Dap ap' D ap! D ap!
i=0 i i=0 i

i=0

Polycopié Cours et TD Année Universitaire 2015/2016



Exemple :

Soit a résoudre I’équation différentielle suivante :

(; 2y +3((;Iy + 2y =u(t) Echelon unité
e _ dy
Avec les conditions initiales : y(0) = -1, E'OZ

En utilisant ’équation ¢, on peut écrire :
-1

1. Pour i=0, k=01 ona:a,=2 :><>=2(p°Y(p)—Zp Kyk(0)) mais comme k
k=0

-1
ne prend pas de valeur négatif alors Z—) 0=0=2Y(p)
k,

2. Pouri=1 ona:a =3

= 0=3(p'Y(p)~ D_p"*y*(0) =3(pY(p) - p°y°(0)) = 3(pY (p) - (-1))

k=0

= 0 =3(PY (D) FL) e 2
3. Pouri=2 ona:a,=1
:O=1(pzv(p)—§:p21k ) =Up?Y () - [Py @) + pPHYHO)
15 (p) - [p(-D + P =UpY (p)— (-p+2)
S O=2PY(P)+(P=2)) e eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee, 3
La somme fait donc (1) + (2) + (3)

— 2Y(p) +3(pY (p) +1) +1(p?Y (p) + p—2)=%

Ceci sachant que n=2, y(0)=-1, ﬂ|0= 2 a,=2, a =3 a,=let Lut)]==

dt

Sy(p)= —P7+P-D _ ~(p7+p-1
p(p° +3p+2)  p(p+1)(p+2)

La solution dépendant du temps y(t) est la transformée de Laplace inverse de Y(p). Nous

allons d’abord décomposer Y(p) en éléments simples :
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p p+1 p+2

. _ 1 1

Par analogie, nous trouvons : a = > b=-1 c= -
1 1 1

Y = _ —
=Y(p) 2p p+1 2(p+2)

a1 1 4 1 a 1
==t {z_p}L {p_ﬂ}L {2<p+2>}

= y(t) = %[1]—et —%e” = %(1— 2e —e™)

Polycopié Cours et TD Année Universitaire 2015/2016



/

/\v

L

Polycopié Cours et TD Année Universitaire 2015/2016



FICHE TD N°1
Exercice 1:
a) Supposant que la charge d’un condensateur est augmentée graduellement de 0 a Q,

L 1Q0° 1.,
montrez que son énergie est  Ep = " ECV

b) Donner la bonne réponse

v' L'espace situé entre les armatures d'un condensateur est :

conducteur, isolant ou semi-conducteur.

v La valeur de la charge q accumule sur ’armature B du condensateur ci-contre est

égale:
10uC q="?

s

v" Deux condensateurs C1 = 47uF et C2 = 100uF (initialement déchargés) sont associés
en série et I'ensemble est soumis a une tension. On a alors a tout instant pour les
tensions:

1) Vc1>Ve2;2) Ve1 < Vez; 3) Ver = Ve
v Un condensateur soumis a la tension U = 10V présente, sur une plaque, la charge q =

10°C. Retrouvez la valeur de sa capacité en micro farads.

Exercice 2:

Soit le groupement de condensateurs suivant : .

La capacité C1 étant donnée, quelle doit étre la . i

capacité C; pour qu’il y ait entre A et B une P { } — } — el

capacité equivalente Ceq telle que Ceq = C2/2 ? .
AN.:Cy =8pF

Une tension U ag = 500 V est appliquée entre les

points A et B. Calculer les tensions aux bornes de chaque condensateur ainsi que les charges

qu’ils portent.

Exercice 3 :

Considérons le circuit de la figure ci-dessous (Fig.1)
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Calculer la résistance équivalente Rag entre les points A et B du circuit.

On relie les points A et B aux poles d’un générateur de f. e. m. E = 56V et de
résistance interne négligeable. Calculer I’intensité | du courant débité par le générateur
en précisant son sens de passage.

On se propose de calculer de facon simple le courant dans la branche CD.

a) Calculer la chute de tension Vac entre les points A et C.
b) En déduire le courant dans la branche CD. Préciser son sens.

En procédant de la méme fagon qu’a la 3™ question, on demande de déterminer le
courant qui circule dans la branche EF.

Exercice 4 :

Soit le circuit de la (Fig.2)

1. Ecrire les lois de Kirchhoff pour ce circuit.
2. Calculer les intensités des courants qui circulent dans les différentes branches de

circuit.

Exercice 5 :

Un condensateur de capacité C: (Fig.3) est chargé sous une différence de potentiel V1, puis

1. Donner les expressions de la charge Qo et de I’énergie Wo emmagasinées dans le

condensateur C; a la fin de ’opération.

On décharge le condensateur C; dans un condensateur Co, initialement neutre, a
travers une résistance R. Calculer, a I’équilibre, en fonction de Qo, C1 et C»:

a) lescharges Q: et Q2 prises par les deux condensateurs,
b) les différences de potentiel V'; et V'2 aux bornes des deux condensateurs,
c) leseénergies W1 et W, emmagasinées dans les deux condensateurs.

a) Ecrire la variation de qg: en fonction du temps au cours de la décharge de C; dans
le circuit.

b) En déduire 1’énergic W, dissipée par effet Joule dans la résistance R, en fonction
de Qo, C1 et Cy, pendant la décharge de C;.

c) Montrer que la variation d’énergie du systeme entre 1’état initial et 1’état final
correspond a I’énergie dissipée par effet Joule.
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FICHE TD N°2

Questionl : Que valent la partie réelle et la partie imaginaire du nombre complexe : 5,2 j —2,5?

Question2 :
Question3 :

Question4 :

Question5

QuestionG :
Question7 :

Question8 :

Que valent la partie réelle et la partie imaginaire du nombre réel 7?
Que valent la partie réelle et la partie imaginaire du nombre imaginaire j ?

Additionner les nombres complexes 3 —4j et 3 + 4.

: Soustraire les nombres complexes 3 — 4j et 3 + 4j.

Multiplier les nombres complexes 1 — jet 4 + 2j.
Multiplier les nombres complexes 3 — 4j et 3 + 4j.

Multiplier les nombres complexes j et 3 + 4.

Exercice n°1 : Retrouver I’expression de la valeur moyenne et la valeur efficace d’un signal

périodique

Exercice 2 : Tension rectangulaire u(t) est une tension de période T et de rapport cyclique a.

Calculer la valeur moyenne <u> et la valeur efficace U de la tension u.

AN.E=5V;a=0,5.

u(t)

0 ol T
Exercice 3 : Régime sinusoidal
1) Représentation de Fresnel : v
Construire Ur,Uc, U i | ‘C R
[ —
En déduire I’expression de Zeq ainsi que I’expression du ‘ ‘
déphasage ¢ de u par rapport a i.
Uc Ug

Quelle plage de valeurs peut prendre le déphasage?
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2) Utilisation des nombres complexes : Déterminer Zeq.
En déduire Zeq et ¢.

3) Applications numériques
OndonneU=5V,f=10kHz, R=1kQ et C =10 nF.
Calculer 1, j, Ur et Uc.

Comparer U et Ur + Uc. Commentaires ?

Pour quelle fréquence a-t-on Uc = Ur ?

Exercice 4 : Circuit RLC série

On associe une resistance, une bobine et un condensateur en série.

a. Donner I’expression de la partie réelle de I’'impédance complexe Z.

b. La réactance X correspond a la partic imaginaire de I’impédance complexe Z.

Donner son expression.

c. L’impédance de I’association (en ohms) correspond au module de I’'impédance complexe.
Donner son expression.

d. Le déphasage entre tension et courant est donné par I’argument de I’'impédance complexe.
Donner son expression.

Exercice 5 : Circuit RL paralléle

On associe une résistance et une bobine en parall¢le. Donner I’expression de son impédance
complexe.

a. L’impédance de I’association (en ohms) correspond au module de I’impédance complexe.
Donner son expression.
b. Le déphasage entre tension et courant est donné par ’argument de I’'impédance complexe.

Donner son expression.

Polycopié Cours et TD Année Universitaire 2015/2016



FICHE TD N°3

Exercice n°1 :

A o—l On applique une différence de potentiel U aux bornes d'un
A R circuit constitué de deux résistances Riet R, associees en
' série.
U I—' C 1) Exprimer en fonction de U, de Riet de R la tension
R, T . Uz existant aux bornes de la résistance R,
B | | 2) Vérifier avec la loi du diviseur de courant.
Exercice 2 :
A o E} On applique une différence de potentiel U aux
I L “( L Y bornes d'un circuit constitué de deux résistances
U Riet Rz associées en parallele.
R, R, 1) Exprimer en fonction de I, de Giet de Gz le
| |
B ® courant I passant dans la résistance R
2) Donner le nom de la loi utilisée.
Exercice 3 :

On considére le circuit suivant :

1. Etablir une relation entre les trois tensions indiquées sur le
circuit. R2

2. Soit I I'intensité constante du courant delivrée par le Ue

générateur de tension.
R

Exprimer la tension U; puis Uz en fonction de | et R; ou Ro.

3. Exprimer Uy en fonction de Ug, R et Ro.

4. On désire avoir U= % Ug .Quelle relation a-t-on alors entre Ry et R, ?
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Ry

Ue A

5. On remplace la résistance R1 par un potentiométre de résistance totale R1. De plus Ri=R..
En fonction de la position du point C, exprimer les valeurs extrémes de la tension Us

Exercice 4 : Soit le montage suivant :

Ry
— Déterminer la résistance
A T—L—F—1 E équivalente entre les points
RS R? AetE.
R
R, H c — D Rs H AN :R1=R5=2kQ,
R3 =R7 =3 kQ,
R, Ry
Be—1T +— Rq —T 4 F R2=R6=5kQ, R4=1kQ
L 1
R8 = R9 = 8 kQ.
Exercice 5 : Soit le montage suivant
A R, B R C
. 1 —}—e

M
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1. Déterminer les éléments du générateur équivalent de Thévenin vu des points B et M.
En déduire les éléments du générateur équivalent de Norton.
2. En déduire la différence de potentiel Usm en utilisant une autre méthode.

Application numérique :

R1=3kQ,R2=6kQ,R3=10kQ,E1 =20V etE2=10V
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FICHE TD N°4

Exercice n°1:

Trouver les parametres Z du filtre passe-bas suivant.

Exercice 2 :

Trouver les parameétres Y du filtre passe-haut suivant.

LT T T T T T T T T T
| |
_F: ——
. || | .
V ! ! &
l R I
1 1
1 1
' :
Exercice 3:
I L
Re R
Eq Y, c —— A Vo | [ X
Quadripdle

Polycopié Cours et TD Année Universitaire 2015/2016



On se propose d’étudier les caractéristiques du montage de la figure ci dessus qui inclut un
quadrip6le constitué des éléments C, p. V1 et R. Par la méthode de votre choix, déterminer les
paramétres impédances de ce quadripdle

Exercice 4 : Soit le montage suivant : On se propose d’étudier les caractéristiques du circuit
suivant qui inclut un quadripdle constitué des éléments R1, B et Ra.

- = = = Quadripéle :- -———

-4
4

(=1
-

2

>y =

&
<

|
I
|
|
R, B, R,1 |V, X
|
|
]
|

I

1- Quelle est la dimension du f.

2- Déterminer I’expression des parametres hybrides du quadripole en fonction de ses
éléments.

3- Déterminer ’expression de la résistance, Re du quadripdle. Dire alors si la charge

branchée en sortie a une influence sur la résistance d’entrée.

Exercice 5 :
R R R
le I I, Iy e [ | I
C C C C ’ C C
V. R Vs V. R Vs V, R| | = Vs
(a) (b) (c)

Soit les montages des quadripdles en T, en T ponté et en double T de la figure ci-dessous :
1. Déterminer la matrice admittance du quadrip6le de la figure (a).

2. En déduire la matrice admittance du montage (b) et (c).
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FICHE TD N°5

Exercice n°1 :

Calculer la fonction de transfert du circuit suivant.

Exercice n°2 :

Pour chacune des fonctions de Transfert en Boucle Ouverte suivantes, tracer les diagrammes
de Bode (asymptotes pour le gain), et calculer la pulsation de coupure wco

(pulsation correspondant au gain unitaire) et la phase correspondante ¢ (wco ) .
K
Gl ( p) =
Y

G,(p)=K*p

4
G,(p)=——
s(P) 0

1+—
2

Gs ( p) =
L+ p)(1+§)2
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FICHE TD N°6

Exercice n°1 :
Démontrer la transformée de Laplace des fonctions suivantes :

a) Echelonunité b) Penteunité c¢) cosat d) sinat

Exercice n°2 :
Déterminer la transformée de Laplace des fonctions suivantes :
a)  f,(t)=1-e* +cost

die™)
dt

b f,(O=

t

0) f3(t):Ie‘tdt

Exercice n°3 ;

Déterminer la transformée de Laplace inverse des fonctions suivantes :

2 4
F(p)=—+——
)R
p+2 | _
b F,(p) = e’
) 2(P) (p2+4j

Exercice n°4 :

Montrer que :

df)] B
a) L{T}—p':(p) f(0)

b) L{ f (g)} — aF (ap)

o) Left)|=F(p+a)

Exercice n°5 :

1) Trouver la transformée de Laplace de  f(t) =2e " cos10t —t* +6e 9
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1
2e 2 . p-1
p?—6p+13 p’-2p+2

2) Trouver la transformée de Laplace inverse de  F(p) =

Exercice n°6 :

a) Déterminer la transformée de Laplace Y(p) du signal de sortie pour I’équation

différentielle :
d®y _d?y dy d?x
+ ——+6y=—--X
dt®  dt? dt y dt?
2
Ou les conditions initiales sont : y(0) = z—¥|t=0: 0, (jjtzy lo=1

b) Que devient Y(p) pour un signal d’entrée x(t) =5sin t

c)

Exercice n°7 :

Pour le réseau RC du schéma suivant :

Y(t)

a) Etablir une équation différentielle qui lie la tension de sortie y(t) a la tension d’entrée
X(t).

b) Soit Vc(0)=1, la tension initiale de la capacité et  x(t)=2e™" . Trouver y(t) en
utilisant la méthode de la transformée de Laplace.

Exercice n°8 :

Résolution d'équations différentielles en utilisant les transformées de Laplace

d?y _dy . o dy
+3—==sin(t) avec les conditions initiales : y(0) =1, —|.,=2
a) at? at (1) y(0) at |0
2
b) it3+43—¥+20y(t)=4 avec les conditions initiales : y(0) = -2, 3—¥|0=0
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3 2 2
a7y, gd y+6ﬂ=0 avec les conditions initiales : y(O):3,ﬂ|o=—2,%|0:7

Cc +
)dt3 dt? dt dt
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