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Introduction

Le présent polycopié a pour objectif de donner les outils mathématiques de base pour les différentes spécialités
pour pouvoir aborder les notions essentielles pour ces étudiants de la faculté de technologie.

Le polycopié est partagé en deux parties (cours et exercices corrigés), constitués un support des séries mathé-
matiques. On y trouve aussi de nombreux exercices corrigés, qui permettent d’une part de maitriser les diffé-
rents concepts mathématiques introduits dans le cours et d’autre part d’appliquer ces concepts vers d’autres
domaines.

Dans le premier chapitre , on commence de donner les notions de base des séries numériques, suivez par les
séries a termes positifs et les différents critéres de convergence, et on termine ce chapitre par les séries a termes
quelconque avec des exemples pour bien les maitriser.

Le second chapitre est consacré en premier temps aux séries entiéres et aux calcul de rayon et domaine de
convergence de ces séries, en deuxiéme sur les propriétés de continuités, dérivabilités et intégrations, et on
termine par les fonctions développables en séries entieres, des exemples fondamentaux sont présentés pour
bien éclaircie le développement des fonctions usuelles et aussi la résolution des équations différentielles par
les séries entiéres.

Le troisiéme chapitre on commence par un rappel sur le calcul d’intégral puis on traite les séries de Fourier et
on définit les sériés trigonométriques et ces coefficients dans les deux cas réels et complexes. Et on termine par
les fonctions développables en séries Fourier par le théoréme de Dirichlet, abordée avec des différents exercices.
Et le dernier chapitre est la transformation de Fourier.



Premiere partie

Cours



«Rien ne se perd, tout se transforme »

Lavoisier

Séries Numériques

Généralités

DI Soit une suite (u4,,), une suite de nombres réels ( ou complexes), c’est a dire une application de N
dans R ( ou dans C). Considérons la somme suivantes :

n

Sy =Ug+ Uy +Uy+...+u, = E Up.
p=0

La suite (S,,), est appelée suite de somme partielles d’indice n.
La limite de (S,,), est appelée série de terme général u, qu'on note )_u,.

IDISIG N On dit que ) u, est convergente si la suite (S,), admet une limite finie S lorsque 7 tend vers +oo,
Convergence [SI-Rebdn
+00
S= lim S, = Zun.
n—+oo
n=0

Remarque

Exemple




Exemple

_ (1) Si) u, est convergente, alors nl_l)? u, = 0.

(2) Si lim u, # 0, la série ) u, est dite grossiérement divergente.

n—+oo

Exemples

_ Soient ) u, et ) v, deux séries numériques et @ un scalaire non nul, alors on a:

(1) Si) u, converge verss, et ) v, converge vers [, alors la série ) (u, +v,) converge vers (s +1).
(2) Si) u, converge vers s, alors ) (au,) converge vers as.

(3) Si) u, converge et ) v, diverge, alors la série ) (u, + v,) diverge.

Remarque




Séries particulieres
n Série géométrique :

Soit g € Cou R. La série géométrique }_ q" est convergente si et seulement si 0 < |q| < 1, et
diverge si |q| > 1.
Et sa somme partielle :

1— qn+l
, g% 1
Sn = 1- q 1
n+l,g=1
Dans le cas de convergence,
+0o
1
) A=l
n=0

IRV Soit la série géométrique
+00
Y o deraisong =5 <1
—, deraisong = = <1,
L3 173

donc la série converge et sa somme est donnée par :

Séries a termes positifs

On dit que ) u, est une série a termes positifs si u,, > 0 pour tout n > N, N, € IN.

Une série a termes positifs ) u, converge si et seulement si la suite des sommes partielles S, est
majorée.

n Série de Riemann

On appelle série de Riemann toute série dont le terme général est de la forme :

1
u,=—;n=>letaelk
na

Doncon a:
+00
E — converge si @ > 1 et diverge sia < 1
na
n=1
Pour a =1,

1
Z — est appelée série harmonique divergente .
n

nx>1
1) Les séries ) =) — et ).~ +/n sont des séries de Riemann divergentes.
n

1

o ar . o . .

2) La série ), =] — aussi une série de Riemann avec & = 2 > 1, qui converge.
n



_ (Regle de Riemann) Soit )~ u,, une série a termes positifs.

(1) S’il existe @ > 1 et M > 0 tels que n*u,, < M pour tout n € N,
alors ) u, converge.

(2) S’il existe @ < 1 et m > 0 tels que n”u, > m pour tout n € N,
alors ) u, diverge.

_ Soit ) u, une série a termes positifs.

On suppose qu’il existe @ € R tel que lim n®u, =1,(I # 0,1 # o).

n—+oo
Alors, la série )" u, converge Ssi o > 1.

Exemples

a Critere de comparaison

Théoréme

Exemple




a Critere d’équivalence

Théoréme

Exemple

Comparaison avec une intégrale

Théoréme

Exemple

a Série de Bertrand

Méthode




B  coitere dAlembert

Méthode

Exemple

Critere de Cauchy

Méthode

Exemple




Séries a termes quelconques

Définition

Critére d’Abel

Théoreme

Remarque

Exemple




a Séries absolument convergentes

Soit la série a termes de signes variables ) u, est dite

absolument convergente si la série )_|u,| converge.

Exemple

a Séries semi-convergentes

On dit que la série ) u, est semi-convergente si ) u, converge mais )_|u,| diverge.

Exemple

n Séries alternées

On appelle une série alternée toute série de la forme :

Z(—l)"vn tel que v, >0, V¥n > 0.

n

Théoréme




Exemple

_ toute série absolument convergente est convergente.



«Rien ne se perd, tout se transforme »

Lavoisier

Séries Entieres

Définition et domaine de convergence d’une séries entieres

Une série de la forme ) a,z", ou z est un nombre réel ou complexe et (a,) une suite numérique
réelle ou complexe s’appelle une série entiere.
Les sommes partielles de la série entiére )_a,z" sont les expressions polynomiales :

S, =dg+ 412 + ay2° + ... + a,2"

Exemple

a Opérations sur les séries entieres

1) La somme de deux séries entiéres ) a,z" et ) b,z" est la série entiére associée a la suite (a, + b,), tel que on

a:
Zunz" + anz" = Z(un +b,)z".

2) Le produit d’une série entiére )_a,z" par un scalaire a € C est la série entiére a la suite (aa,) tel que on a:

a Zanz" = Z(aan)z".

3) Le produit de deux séries entiéres ) a,z" et ) b,z" est la série entiéres associée a la suite (c,), avec

n
VYn € N;c, = Zakbn_k, on a

k=0

n

O @) b2 =) () @b, )2

k=0



a Domaines de convergence

On appelle domaine de convergence d’une série entiére tout ensemble D tel que :

D={z€C; Zunz" converge }

Exemple

a Lemme d’Abel

Soit ()" a,z") une série entiere. On suppose qu'’il existe z, € C tel que la suite (a,z;), soit bornée. Alors :
e la série ()_a,z") est absolument convergente pour |z| < |z].

Et si la série () a,zg) diverge, alors

e la série ()_a,z") est divergente pour |z| > |z,].



Rayon de convergence

Théoreme

Le nombre R est appelé rayon de convergence de la série entiere, et on a
R =supfr € IR+/(Z la,|r")converge} € R* U {+oo}.
et le disque ouvert centré en 0 de rayon R, noté D(0,R) = {z € C/|z| < R}, est appelé disque

ouvert de convergence.
Dans le cas réel, le domaine de convergence est D, =] — R, R|.

Détermination du rayon de convergence

Lemme d’Hadamard : Soit () a,z") une série entiére. Le rayon de convergence R est donné par :

Ayt1
a}’l

= lim </|a,].
n—+oo

Exemples




Propriétés des séries entieres

Continuité

_ Soit ()_a,x") une série entiére de rayon de convergence R et soit f :] — R,R[— IR la fonction
définie par
+00

fx) = Zanx", alors f est continue.

n=0

Intégration et dérivation

_ Soit (Y a,x") une série entiére de rayon de convergence R > 0, pour tout x €| - R,R[,on a:

Exemple

Fonctions développables en séries entieres

Puisque la dérivée d’une série entiére de rayon de convergence R > 0 est une série entiére de méme rayon, on
peut dériver sa somme autant de fois qu'on veut sur 'intervelle | - R, R|, si :

f(x) = ag+a;x + ax® +azx® + ...+ ax" + ...

f(x) = ay +2a,x + 3a,x" + ... + na,x"" + ...

f/(x) =2a,+32a;x + ...+ n(n - 1)anx"‘2 .



D'ou: f(0) = ag, f'(0) = a,, f"(0) = 2a,, et fP(0) = pla,, pour tout entier p > 0.

Théoreme

Soient r > 0 et f une fonction de | —r,7[ dans R ou C.

On dit que f est développable en série entiére sur | — r,r[ s’il existe une série entiére ) a,x"
convergente sur | —r, 7| telle que :

+00

f(x) = Zanx" pour tout ,x €] —r,r][.

n=0

Théoreme

_ Soient deux fonctions développables en séries entiére autour de 0;f(x) = Y a,x" et g(x) = Y b,x"

avec rayon de convergence respectifs Ry et R, alors :

+00

1)f(x) + g(x) = Z(an +b,)x", avec Ry, > min(Ry + Ry).
n=0
+0oo
2) si Ry = Ry, le rayon de convergence de la série Z(an +b,)x"est Rp o > Rp
n=0
+00 n
3)f(x) x g(x) = Z(Zakbnk)x", avec Ry, > min(R; + Ry).
n=0 k=0

Exemples fondamentaux
La formule de Taylor-Young Pour une fonction f ayant des dérivées jusqu’a l'ordre n, on a :

” (n)
f(x)=f(a)+ 1—!a(x —a)+ fZ—(!a)(x —a)’ + ...%(x —a)" + @(x); ol (x) <<, (x —a)".

(1) f(x) = e* est de C®(R) et Vn > 1; f")(x) = ¢* est majorée sur | —r, 7|

o x" ¥ X
Vxe]R:e":E —=ltxt o (R = o0)
n! !
n=0

eix +e—1‘x
(2) f(x)=cosx = — est de C*(R) et toutes ses dérivées sont majorée par 1....(R = o0);

et cos x est paire donc, a,,,; = 0,

16



ix —ix
—e
x) =sinx = ————— est de et toutes ses dérivées sont majorée par 1....(R = 0);
3 i 5 t de C*(IR) et tout dérivé t majorée par 1....(R
i
et sin x est impaire donc, a,, = 0,

+oo ; x2n+1 x3 xS
Vx € R; si = 1) ——=x—-—=+ = —...
rem smx ;( p T TR
(4) f(x)= T est somme de la série géométrique Z::O x";
1 +00
Vx e]-1,1[; 1= ;x" =l+x+x2+x°>+x*+ ..
1 +00 +00 x"*!
(5) Enintégrant f(x) = T = Y .o x" onobtient:Vx €]-1,1[; —In(1-x) =Y, i (R =
e s 1 +00 n . +00 n x"*!
(6) Enintégrant f(x) = =), o(—x)" onobtient: Vx €] -1,1[; In(1 +x) =) " (-1)" —.....
1+x n+1
1 o0
(7) En intégrant f(x) = i Yoo (=x*)"ona:Vxe]-1,1[;
+oo x2n+]
t = -1)' ... R=1
arctan(x) = ) (<1)'Z——...(R=1)
n=0
‘ Exercice
Donner le développement en série entiere des fonctions suivantes :
£ tglx) = 5
X) = e xX) = .
x—2 8T
Solution : )
1) Pour f(x) = ,ona
x —
1 -1 -1
f(x) = 537 %" 71_—5, pour |§| < 1 c’est a dire |x]| < 2.
2
doncona:
1 +00 x +00 xn
Vxel-220f0=-5) 3)"=-) =
n=0 n=0
2)D é = — :
) De méme pour g(x) o1 ona

1 1
S 2x+1 1-(-2x)

1
g(x) pour |2x| < 1 c’est a dire |x| < 5

doncona:
+00 +00
1 1

Vxel-3alat = g = Y (20" = ) (1"




Applications aux équations différentielles ordinaires

Soit f une fonction de classe C* sur un intervalle ouvert contenant 0. Supposons que les conditions suivantes
sont réalisées :

e Il existe une équation différentielle (E) et un intervalle ouvert I contenant 0, tels que la restriction de f a
I soit I'unique solution de (E) vérifiant certaines conditions initiales.

e On a déterminer une série entiére () a,x") de rayon de convergence R > 0, dont la somme est solution
de (E) sur I'intervalle | — R, R[ et vérifiant les mémes conditions initiales.

On a alors :

+00

Vx €] - R, R, f(x) = Zanx".

n=0

La méthode consiste a déterminer les coefficients (a,) en identifiant, les développements des fonctions figurant
dans les deux membres de I’équation différentielle.

Exemples




Exemple




« Rien ne se perd, tout se transforme »

(Lavoisier)

Séries de Fourier

Avant de commencer ce chapitre on va faire un rappel sur les intégrales.

Calcul intégral

Définitions

On appelle subdivision de [, b] une famille finie strictement croissante o = (ay)ie[o,»), avec n € IN”
eta=ay,<..<a,=>h.

Une fonction f : [a,b] — R est dite en escalier s’il existe une subdivision o = (a)ejo,n] de [a, D]
telle que, pour tout k € [0, n — 1], f est constante sur |ay, a4 |-

Une fonction f : [a,b] — R est continue par morceaux sur [a, b] s’il existe une subdivision o =
(a)kejo,n) de [a, b] telle que, pour tout k € [0,n — 1], f est continue sur ay, ai.[ et f admet une
limite & droite en a; et a gauche en ay.

Une telle subdivision o est dite adaptée a f.

Soit f une fonction réelle continue par morceaux sur [a, b]. Pour tout € > 0, il existe des fonctions
@ et ¢ en escalier sur [a, b] telles que :

p<f<ypetp-yp<Le

Intégral simple de Riemann

LRISCI [ a fonction f est dite inégrable sue [a, b] au sens de Riemann, si les sommes

n

n
Sp = Z(ﬂk —ag_1)my et S, = Z(ak — A1) M
k=1 k=1

avec (my < f(z) < My), 2z €lag, ax.a ),
tendent vers une limite commun I quand n — oo. Cette limite est alors appelée intégral de la
fonction f sur [a, b] et notée

b

1= | swax
a

la valeur de I représente l'aire située sous le graphe de f et délimitée par des abscisses et les
verticales x = aetx = b.




Théoreme

Théoreme

Propriétés de l'intégrale
Les fonctions f et g étant intégrables sur [a, b], les principales propriétés de 1'intégrale sont les suivantes :

 Pour tout point ¢ de [a, b],

-[C f(x)dx = 0.

Lb fl(x)dx = J: fx)dx + J;b f(x)dx.

J:df(x)dx = —J:f(x)dx.

 Pour tous réels A et p, la fontion A f + pug est intégrable sur [a, b],

J

* Si f est une fonction paire, pour tout intervalle [—c,c] C [a,]], on a

J: fx)dx = 2]; f(x)dx.

* Si f est une fonction impaire, pour tout intervalle [-c,c] C [a, b], on a

 Pour tout point ¢ de [a, b],

* Pour tous points c et d de [a, b],

b

b b
O s pg)rdx =2 [ frdssp | glrdx

J:f(x)dx =0.

b
* L’intégrale conserve les inégalités, c’est-a- dire qui si f > 0 sur [a, b], alors L f(x)dx > 0ousif > g sur

[a,b], alors
b b
J- f(x)dx ZJ- g(x)dx.

Théoreme




Primitive

Soit f : I — R une fonction, on appelle primitive d’une f toute fonction F dérivable sur I, telle
que F’ = f pour x € I. Une primitive est notée F(x) = I f(x)dx. Toute autre primitive de f est de
la forme F + C, ou C est une constante réelle quelconque.

Théoreme

_ Toute fonction continue sur I admet au moins une primitive sur I.
Calcul d’'une intégrale définie

f%[f(x)]dx = f(x)+C, CeR

a+1
d d
xtdx =2 +C, a=1l, o dx =In|x+a|+C, —xdx=arctanx+C,
a+1 X+a x2+1

d X
v:dezarcsinx+C, fe"dx:e"+C, faxdxz lfla +C (a>0ceta=l),
d
jsinxdx=—cosx+C, J-cosxdx=sinx+C, J- ); dx =tanx + C.
cos? x
dx 1 1+x dx
T gy = 2 - N
jl_xzdx_21n|1_x|+c, mdx_ln|x+ X +u|+C.

Méthodes d’intégration

Intégration par changement de variable

Méthode

Intégration par parties

Méthode




Séries trigonométriques

On appelle série trigonométrique, toute série de la forme :

+00

Z(an cos(nwx) + b, sin(nwx)),

n=0
avec:x € R, w >0, 4a,;b, € R pour tout n € IN
Notons que pour tout x € IR, on a la majoration
|a, cos(nwx) + b, sin(hwx)| < |a,| + |b,].
et on déduit alors le résultat suivant :

_ Si les séries numériques ) |a,| et ) |b,| convergent, alors la série trigonométrique

+00

Z(an cos(nwx) + b, sin(nwx)),

n=0

est absolument convergente pour tout x € IR et la fonction somme est continue sur IR.

Exemple

a Coefficients de la série trigonométrique

a Cas réel

Considérons maintenant le polynémes trigonométriques

flx) = i(an cos(kwx) + b, sin(kwx)),

k=0

alors :

f(x)cos(nwx) = i(an cos(kwx) cos(nwx) + b, sin(kwx) cos(nwx)),
k=0

f(x)sin(nwx) = i(un cos(kwx) sin(nwx) + b, sin(kwx) sin(nwx)),
k=0

En intégrant et en utilisant la convergence uniforme de la série trigonométrique (1) et les relations suivantes :

21

W 0
f cos(kwx) cos(nwx)dx =4 ™
0 w

sin=zk

sin=k.



21
o 0
J sin(kwx) sin(nwx))dx =4 T
0 w
2_7'(

f @ cos(kwx) sin(nwx))dx = 0

on déduit alors les coefficients par les expressions suivantes :
27
w @
a, = —J f(x)cos(nwx)dx
T
0

2
b, = %j @ £ (x) sin(nwx)dx

Par un changement de variable, ces ccefficients peuvent s’écrire :

Tt T
a, = %J% f(x)cos(nwx)dx et b, = %J‘OTZ f(x)sin(nwx)dx, n € IN.
“w “w

En particulier si w = 1, cas des fonctions 27t périodique

T

a, = % f f(x)cos(nwx)dx et b, = %J- f(x)sin(nwx)dx,n € N.

=Tt
a Cas complexe

On a d’apreés les relations d’Euler :

eznwx + e—mwx . elan _ e—mwx
cos(nwx) = et sin(nwx) = -
2 2i
et en posant :
a, —ib, _  a,+ib, a,
n 3 »Cp = Cy ) »Co = a2
Dong, la série trigonométrique devient :
+00
f(x) — E Cnetnwx
—00

est appelée forme complexe d’une série trigonométrique. Dans ce cas les coefficients sont donnés par :

27 T

=5 f Y floe e = S f S foe " dxn e Z
w

e Une fonction f de domaine de définition Dy est dite paire si pour tout
x € Df,—x € Dgona f(x) = f(-x)
. @ Une fonction f de domaine de définition Dy est dite impaire si pour tout
x € Dg,—x € Dyona f(-x) = —f(x).

o Si f(.) est T périodique et intégrable dans [0,T], alors

T a+T
Yo € Ron a J f(x)dx = J f(x)dx.



NUIW  Série de Fourier

27
Soit f une fonction périodique de période T = — intégrable sur toute intervalle fermé de R.
w

Remarque
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« Rien ne se perd, tout se transforme »

(Lavoisier)

La transformation de Fourier

Intégrale de Fourier

Soit f(x) une fonction défine sur I'intervalle | — co, +0o[, absolument convergente
+o0
[ renax = n <o
et f développable en série de Fourier sur I'intervalle [, +1]. Alors :

(&)
=7O+Zancos —x+b, sin 2%

n=1

+1 nr
J- f(t)cos(—t)dt et b, J f(t)sin(Tt)dt
-l

En substituant les coefficients a, et b, dans le developpement en série de Fourier de f(x) on obtient :

l

Avec :

1 +1 ) ni nr
X) = 2 J—z f(t)dt + 7 Z{[J-_ f(t)(cos . cos Tt + sin T sin —t )]dt

+l ) +1
s =gy [ pware g YA sereos T

T 16
—, 0 = —,..,0, = — et Aa, =

I

on pose a; =

il vient :

=57 J. f(t)dt + — J f(t)cos(a,(t — x)).Aa, dt,

En faisant tendre I vers ’infini, nous aurons :

1 +1
— (t)dt — 0,
21 .[1 /

ar J. f(t)dt est absolument convergente.

On admettra d’autre part :

=) +1 ) +00
ZJ f(t)cos(a, (t — x)).Aa,dt tend vers J j f(t)cosa(t —x)dtda.
n=1 <1 0 —00

_ % Lm E:o F(t) cos alt - x)dtda.

Cette derniere quantité est ’intégrale de Fourier.

Il en résulte que :



Autre forme de l'intégrale de Fourier

En développant cos(t — x) et en le remplacant dans l'intégrale de Fourier :

fx)= %Lm{[.[mf(t)cos(at)dt] cos ax + [.[+oof(t)sin(at)dt]sin axlda

Posant : A(a) = J-m f(t)cos(at)dt et B(a) = J. oof(t)sin(at)dt

Il vient -
flx)=— J {A(r) cos ax + B(a) sin ax}da

Forme complexe de l'intégrale de Fourier

On remarque que la fonction de a définie par 'intégrale :

+00
J f(t)cos(t —x)dt
est paire soit :

f(x):ij_ (J_ f(t)cos a(t - x)dt)da.

Par ailleurs, la fonction du parameétre a définie par l'intégrale :

f oof(l‘)sin(l‘ —x)dt

f_ :o f: f(t)sin a(t - x)dtda = 0.

f(x):%J: ( f_ fB)e*Ndt)dar.

f(x):%J: (J-_ f(t)e e dt)e ™ dar.

Intégrale de Fourier sous forme complexe.

est impaire eton a:

En conséquence :

Transformation de Fourier

Posons : .
1 . :
Fla) = — J (t)e'*'dt : Formule directe
V21 Jow /
Alors :
1 +00 )
(x) = — J F(a)e™**da : Formule Inverse
/ V21t J oo

DA [a fonction F(a) est appelée transformation de Fourier de la fonction f(x). On note

f(x) = F(a)

Cas particulier

+o0
e Si f(x) est une fonction paire, alors B(a) = J f(t)sin(at)dt =0,

f(x) = %Lm ( J_:o £(t) cos(at)dt) cos(ax)da = %J:m ( Lm £(t) cos(at)dt) cos(ax)da.



on pose :

[2
=4/— j f(t)cos(at)dt : Formule directe : cosinus transformation de Fourier
T Jo

Alors :

\/ J ) cos(ax)da : Formule Inverse cosinus transformation

e Si f(x) est impaire, alors A« j f(t)cos(at)dt =0

on pose :

2
(a) = / o j f(t)sin(at)dt : Formule directe : cosinus transformation de Fourier
0

Alors :

=4/= J )sin(ax)da : Formule Inverse cosinus transformation

a Proprietés de la transformée de Fourier

Apres avoir montrer I’existence de la transformée de Fourier, nous pouvons dire que toutes les fonctions exis-
tant physiquement auront une transformée de Fourier.

Iversion
Si
1 +00
F(v) = —J (t)e > dt
) 5 ) f
alors
1 +00
(i’ — _J- F 2171vtdt
f(t) NN (v)
Linéarité

si f(t) = F(v) et g(t) = G(v), alors :

af (t) + bg(t) = aF(v) + bG(v) ou a, b deux scalaires.

Similitude
si f(t) = F(v), alors

flat) = (%),

|a]
On remarque que si t représente le temps, v la fréquence; alors un étalement de l’echelle des temps conduit a

une contraction de 'echelle des fréquences et inversement.

Translation

si f(t) = F(v), alors
f(t—a) = F(v)e?™™

On remarque que les transformée de Fourier de f(t) et de f(t — a) ont méme module, mais la transformée de
f(t — a) subit une rotation de phase supplementaire de 27tav. Cette proprieté de translation est réciproque.

F(v) = f(t) alors F(v —a) = f(t)e*™



Dérivation

si f(t) = F(v), alors

are ..

T 27tivFE(v)
et 2 F ()

e (2miv)"F(v)
De méme : (~2i7t)f(t) = ‘”;(Vv) ; (—2imt)" f(£) = d;i(nv)

Convolution

On appelle produit de convolution de deux fonctions f(t) et g(t) :

F(t)*glt) = f fwg(t - u)du

Proprieté du produit de convolution
Le produit de convolution de deux fonctions f(t) et g(t) a pour transformée de Fourier le produit des transfor-
mées de Fourier de ces deux fonctions autrement dit :
si f(t) = F(v) et g(t) = G(v), alors
£(£)+g(t) = F().G(v)

Théoreme de Parseval

Soient f(t) = F(v) et g(t) = G(v), alors

J- f(t)-g*(t)dt:J. E(v)G(v)dv

ou g*(t) étant le complexe conjugué de g(t)
et G*(v) étant le complexe conjugué de G(v)

Car g(t) peut s’écrire : g(t) = a(t) + ib(t) ou a(t) et b(t) sont deux fonctions réelles; et on définit la puissance
instantannée par :

P = [a(t) + ib()][a(t) = ib(t)] = a’ (1) + b*(¢) = g(1).g(0),

on note donc g(t) par g*(¢)

Remarque

Ce théoreme est capital dans le traitement du signal, car il permet de mesuser 1’énergie de la méme maniére
que l'on considere la représentation temps ou la représentation fréquence.
En particulier,

[~ ronswar= [ s

j: £ (0)de = j: () Pdv

Par exemple, en physique si f(t) représente une onde, ou une vibration quelconque et si F(v) est sa transformée
de Fourier, ces deux intégrales représentent 1’énergie totale de vibration.

ou bien




‘ Exercice 01

+0o0
Calculer I'intégrale j el cos(xt)dt et on déduit la valeur de 'intégrale : J

oo 0

Solution :

Nous remarquons que ¢~

est une fonction paire. Si on pose :

J(x) = J e cos(xt)dt;

alors J(x) est la transformée de Fourier de et

LI ol . . .
=4/— e~ cos(xt)dt cosinus transformation ,
T Jo

une double intégration par partie de J,.(x) nous donne :

w/ f e~ cos(xt)dt = w/ 1+x2’
+00
w/ j ,IZCOS dx, donc
< dx e

T cos(xt) T
Sdx = e,
o 1+x 2
et pourt = 0, on retrouve : J =

o 1+x2 2
‘ Exercice 02

Résoudre I’équation intégrale

, et on aura

et

. l-a si0<ax<l
J; f(x)cos((xx)dx—{ 0 sia>1

dans laquelle f(x) est la fonction inconnue.

Solution :

Soit F.(a) = /= J‘f cos(ax)d

Alors,
x) = \/%J; F.(x)cos(ax)da = \/gL (1 - a)cos(ax)da

Une intégration par parties de f(x) nous donne :

flx) =

e —(1 —cosx)

T cos(xt)
1+1¢2

dt.
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Séries Numériques

Vérifier si les sommes suivantes sont finies.

n

1

Exercices

=1 = " = (-1) —
;5_”; Z43”’2; Zr(e—l)”; Zn(n+1)(n+2)'

n=0 n=0 n=1

Etudier la nature des séries suivantes :

8

n=1 n=1 1
= 2+4n” — 1
3 1 ! .
)Z (1) );W_n
a)Etudier la nature des séries de termes généraux :
(n!)? ; o1 n!
1)_2712 5 2) Sll’l(?), 3)W
Hlimnma+d)y; 51 6y
’ ’ n.{/n ’ n+1

Correction page 43

Correction page 43

Correction page 44

4 Etudier la nature de la série de terme positifs u, vérifiant a partir d'un certain rang :

1
Vunsl—n—aoﬁaeIR:0<a<l.

=S - . o .
Etudier la nature des séries suivantes :

n

2
n+1 ,2
2)n;hn: \

YaeR;v, = (—
i vn ((n+1)

t, = (In——)
COS —
n

n+1

+1
—1;fn=sin(n

Correction page 45

2

)

Correction page 46



Séries Entieres

Déterminer le rayon de convergence des séries entieres suivantes :

1. U,(x) = x"Inn.

Correction page 47

Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres () a,x") suivantes :
1

ay = (lnn)", ay = (\/z)n, ay, = n_v ay, = en3

Correction page 48

Déterminer le rayon de convergence R des séries entiéres réelles () a,x") suivantes, puis calculer leurs
sommes sur | — R, R[.
a,=n, a,=nn-1), a,=n".

Correction page 48

Calculer

Correction page 49

Calculer le développement en série entiere en zéro des fonctions suivantes :

1

flx)= m, g(x) = In(x* - 5x + 6), h(x) = —[)X cos t2dt.

Correction page 50

6 Calculer sous forme série : -
I = j In(1 + e ™™)dx
0

7_(2

0
1
et déduire sa valeur sachant que Z Pl
1

Correction page 50
7 Résoudre I’équation différentielle suivante; en utilisant les séries entiéres :

{ //_xy = 0
y(0)=1, (0)=0,

Correction page 51



Séries de Fourier

Montrer que si f est impaire sur [—a,a] avec a > 0 alors :

£:f(x)dx =0

Montrer que si f est paire sur [—a, a], alors :

Jif(x)dx =2 J: f(x)dx.

Montrer que si f est continue sur IR, périodique de période T, alors :

T a+T
J‘ f(x)dx=f f(x)dx, YV aeR.
Tt

Al (4 sin(2x)dx
Déduire que : _[E T+ (cos(2x))” ~ 0

Correction page 51

Soit f : R — R la fonction périodique, définie par
-x si-2<x<0 _
f(x):{x S0<x<? avec f(x +4) = f(x)

1) Développer la fonction f en série de Fourier.

2) Calculer la somme :
i 1
b= (2n+1)?

Correction page 52



1)Développer en série de Fourier la fonction de période 27t définie par :

fx) =

x+m si—-m<x<0
n—-x si0<x<m

2) Déduire du développement obtenu la valeur de la série :

- 1
Z« (2n +1)?

n=0

1) Montrer que la fonction de période 27, définie dans [—7t, 7t[ par
fx) = =

est développable en série de Fourier et déterminer cette série.
2) En déduire la valeurs des séries numériques :

i % et i <_;>:+1 .

Montrer que la fonction f de période 27, définie dans [0, 27| par

f(x):{ x;n si x €]0, 27|

0 six=0

est développable en série de Fourier et déterminer cette série.

Correction page 53

Correction page 54

Correction page 55



VII Les transformations de Fourier

Trouver les transformations de Fourier des fonctions définies par :

f(x):{ (1)—|x| si x| <1

si|x|>1
et

1-x si0<x<1
g(x)—{o x| avecg(-x) = —g(x).

Correction page 56

Calculer cosinus et sinus transformation de Fourier de la fonction f(x) définie par :

—px .
e six >0
f(x)—{0 six<0 avec > 0.

Correction page 56

1. Trouver la transformée de Fourier de la fonction f(¢) définie par :

—at :
e sit>0
f(x)—{O sit<0 avec a > 0.
Ecrire la formule réciproque.
AT ) 1 :
2. Déduire du résultat obtenu le T.F de @riay On procedera successivement de deux fagons
a+ia
differentes :
a. On considérera @ria) comme un produit de deux fonctions et on utilisera le produit de
a+ia
convolution.

b. On utilisera les formules de dérivation de la transformée de Fourier.

Correction page 56
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Corriges des exercices

Ona: - -
1Y ==) (&)

o 1 1 5

L= —1=%
5

2y Zo0) Gy

= 2., 9
9><Z(§) -—=27
n=0 1-—
3
- (-1)" - (=D)" 1
3 =
2(6_1)n°naz|(e_1)n| Z(e_m’
n=0 n=0 n=0
aussi une série géométrique de raison ,
0<g=—-x<1
, donc, elle converge absolument.
4. Soit
= 1
——;Vn e N,
;«n(n+1)(n+2) "
4 1 1(1 2 1 )
on décompose : u, = ———— = —(— —
P " nn+)(n+2) 2\'n n+l n+2/
n
et pour chaque entier n > 1, posons sn:Z—.Ona:
p=1
n n n
1 1 1 1
Sy = U, = = (=4 )—2
" ;” 2(;;1 p+2 p=1p+1)
1 n 1 n+21 n+11
Si=500_5+) 520 )
=il p=3 p=2
1 1 2 1 1
Sp==s,—2(s,-1)+s,-1—-=— 4 W
0= (s 2= D+, RETSRETTRry)

1,1 1 1
=301 uea)

1
Donc, lim S, = —, d’ot1 la série est convergente et admet pour somme 1

n—+oo



- Nature des séries :
1. Soit Zcos T +

1
lim cos(m + ;) = cos(mt) = -1 = 0,

n—+oo

donc la série est grossierement divergente.
+00 1
2. Soit Zsin(rc +—),
n
n=1

1
lim sin(7m + Z) =0,

n—+oo

on ne peut rien dire sur la nature de cette série.

Sin(_) +00 1
Ona lim = 1, on applique le critére d’équivalence on a : Z sm( ) est équiavalente a Z —
n—+oo - =1
n

+00
série harmonique divergente, donc > sin(—) diverge aussi.
n

n=1

1 sia=0
lim n* ={ 400 sia>0
n—+oo .

0 sia <0

Casl.Sia =0, lim ln(2 i n“) = ln(é) — la série diverge
’ B e 1+na) ™ 2 verge.
. . 2+n" e
Cas2.Sia <0, lim ln( ) = In(2) = la série diverge.
n—+co 1+ nz
2+
Cas3.Sia >0, lim In ( n :a) = 0 = On ne peut rien dire sur la nature de cette série.
n—-+oo
1
In(1+
2+n” 1 ( )
On a ln(—n) = ln(l + —), avec lim —1+m%0 _q
1+ n< 1+ ne n—+co 1
1+ n®
1 o 1
L > 1 t lent > ~ —.
a série n es équivalente a 1 —

o=

a

Si0<a<l—= Z — la série diverge, donc Zln na ) diverge aussi.
+n

n=1

nDl
) converge aussi.
nDl

Sia>1= Z —- la série converge, donc Zln

n=1

4. Soit

1 1 1 3
—_— ~ — = — série de Riemann avec o = = > 1,
YLt 2

n2

L. 1
dong, la série E ———— converge.
Vnd3 —n



03 +00 | 2
n!
1. Soit la série a termes positifs E S on applique le critéere d’Alembert :
n=0

Upr _ (n+1D? 2% (n+1)

u, 2(n+1)? X(n!)z T p2n+l

U
—1 — 0 < 1, d’apres le critere d’Alembert la série est convergente.

n

donc lim

n—+oo

+00
1
2. Soit Z sin(— ), on utilise le critere d’équivalence :
n=1 n
+00

+00

1 1
Ona, Zsin(—z) ~ Z 7 qui converge( série de Riemann avec a = 2 > 1),

n
n=1 n=1
+00
- 1 .
donc la série > sin(—;) converge aussi.
n
n=1

+00 |
3. Soit Z %, on applique le critere d’Alembert :

n=1
0} (n+1)! n" no., n n
l;+1=(n+1)”“xmz(n+l) =( 1)
" ' n(l+—)
n
1 1
lim -1 = lim T =<1,
n—+oo n n—+oo (4
1+ —)"
(1+-)
donc la série converge.
ol 1 11
4. Soit —Innln(l + —), In(1 + —) ~ — dong,
oi ;«n n 7 In( n) on a In( n) -, donc
+00 +00 +00
1 1 Inn 1
Zzlnnln(l + Z) ~ Z_nZ = Z—nz(ln mEy
n=1 n=1 n=1
est la série de Bertrand qui convergecara =2 > l et f € R.
+00
1
5. Soit ——, comme lim 081 _ 0, alorson a:
ni/n n—+co 1
n=1
logn
: logn
un = — = —.e n ~ —

+00
1
Par suite la série Z —— est divergente.
= ni/n
+00
6. Soit la série Z’(L)"2 on applique le critere de Cauchy :
’ L='n+1" ' i
n n n
YU | = » n?| — no_ n
041 = YU = ()" = (——)
n(l+—)
1 1
lim ”|Un|:—1 ==-x<1
n—+o00 (1 i _)n e
+00

2
)" est convergente.

Dong, la série Z(

n=0

n+1



04

1 1

Ona:<fu,<1- i alors u, < (1 - F)".

Posons : v, = (1 — —)" et étudions la série de terme général n’v,.
n

o

log(n’v,) = 2logn + nlog(1 — ni“) ~2logn —n'"

n
Sachant que : lim —=— =0, on déduit :
n—+oo p1%

2 =
log(n“v,) ~, —n“.
Par conséquent, pour n assez grand, on peut écrire :

log(n*v,) < 0 ou n’v, < 1
g n n *

1
Cest-a-dire v, < —, pour n assez grand. Par suite, la série } v, est convergente et d’aprés le critere
n

de comparaison la série ) u, converge aussi.



(-1)"
n>1 \/F

1. Soit la série alternée : )

Convergence Absolue :

qui converge( série de Riemann avec o = 3> 1, )donc elle converge absolument.

Convergence simple : on utilise le critére de Leibnitz en posant v, = \/—_3
n

la suite (v,,) est décroissante et lim v, = 0 donc d’apreés le critére de Leibnitz la série est convergente.

n—+oco
2. Soit Z

n>1

et comme cos(2a) = 2 cos’a—1,ona:

cos’ n cos(2n)
Z _22\/— Z Vi

nx>1

1 cos(2n
La série Z est divergente ( série de Riemann a = -~ < 1), alors que la série Z )

nx>1 2 n>1 \/_

convergente d aprés le critere d’Abel, en effet :

Posons : 8, = est une suite décroissante et lim ($,) = 0,

\/E n—+oo

(2 1
et il existe M > 0 tel que : Z cos(2n)

Nt
n>1

" est divergente.

Par suite, la série >

nx>1 \/_

(la somme d’une série divergente + série convergente =divergente).

+1 +1
3. Soit la série alternée : Z(—l)"ln(z 1), posons v, = ln(Z 1) et on vérifie les conditions de
n>1
Leibnitz :
1
n+1 n(l+—)
1. lim (v,) = lim In( ) = lim In( ny=o,
n—+oo n—+oo n— n—+0o ]_
n(l--—)
n

2. (v,) = m < 0 = (v,) est décroissante.

alors d’apres le critere de Leibnitz la série est convergente.

4. Soit la série alternée : Z(—l)"(‘\/n +1-+n),ona:

n>1

n+l—-n 1
SV s R VeI vR

la suite (v,) est décroissante et lim v, = 0, alors d’apres le critére de Leibnitz la série est convergente.

n—+oo



nx

m 1. Soit U,(x) = x"Innet U,(x) = (n I

n
) on calcule :

lnn+ln(l+l)
n

U In(n+ 1)
1. (=22 = = = |x
U, %] Inn al Inn
72| = (1 o o)
= 1+ + ~
U, %] ninn o Il m = e
Si |x| < 1 la série est convergente.
Si |x| > 1 la série est divergente.
Si |x| = 1 la série diverge.
n|x|
2. {|U,| = .
Ul n+1
Si |x| < 1 la série est convergente.
Si x| > 1 la série est divergente.
" 1 1
Si|x| =1;|U,| = ( Z 1) = G a pour limite —, terme général ne tend pas vers 0 et la
n e
o3
n

série diverge.

1. Puisque {/|a,| = Inn lorsque n — oo, la régle d’Hadamard implique que R = 0.
2. Puisque </[a,| = V/n lorsque n — oo, la régle d’'Hadamard implique que R = 0.
1 =2
3. Puisque +/|a,| = 3 _n 3 lorsque n — oo, la régle d’'Hadamard implique que R = 1.
4. Ona:

n+1y\" 1\
=( ) =(1+—) — e, lorsque n — oo
n n

Gy (n+1)"" nl
a, (n+1)! n"

1
Donc R = —.
e



m 1. On a;

n+1
n

|a;‘—”|: — 1, donc R = 1.
n

Calculons la somme :

inx" = xi{nx"‘1 = 1 _xx)z,

n=0 n=1
ou la deuxiéme égalité s’explique par le fait que Z nx""" est la dérivée de
n=1
= 1
T — e|l-1,1[.
) =1, xel-11]
n=0
2. Ona;
|a”—+1| = M—) 1, donc R = 1.
a, n(n—1)

Calculons la somme :

in(n —1)x" =x%= in(n —1)x"? = (12_x;)3.

n=0 n=0

o0

ou la deuxiéme égalité s’explique par le fait que Z n(n — 1)x""? est la dérivée seconde de
n=0
= 1
x"=——, x¢€]-1,1].
2:: 1—-x ] [

n=0

3. Ona;

|an_+1|:(n+1)2

>— — 1, doncR = 1.

a, n

puis, d’aprés ce qui précede,

inzx" = i(n(n—1)+n)x"

n=0 n=0




1) D’aprés l'exercice (3), on a :

= n = n
Zﬁ:(l— 5, avec x = —, donc Zz—n:2
n=0 n=0
2) D’aprés l’exercice (3),ona:

00 2 2 o 2

n X°+x n
Z_":(l )3,avecx:—, donc Z§:6
n=0 n=0

3) Ona:

1. La décomposition en éléments simples donne :

1 1 11 1 Iv(x\' © , © 1y,
f(x)_x—Z_x—l__51_x+1—x__zz(§) +Zx _Z(l_Zn*l)x'

E n=0 n=0 n=0
2. Ona
2 _ oy 3y = XV X
x°=5x+6=(x—-2)(x—3) 6(1 2)(1 3),
donc
g(x) = In(x* - 5x + 6)
= 1n6+1n(1—§)+ln(1 g)
x x
3

I I
5 5
) o
+ +

N S
[\)
-
= —~
[ INW
= =
o o
== &
[
|
INW
=
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o
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o
— +
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4
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3. On a, avec un rayon de convergence infini,

cosu = i(—l
n=0

La fonction h est développable en série entiére, avec rayon de convergence infini, et pour tout
x € R,

donc cost® = Z(—l)”

n=0

(2n)!

4n+1

h(x) = L (i(—l)”(;:)!)dt =Yy (J; ) )y CnEn+1)’

n=0




Le changement de variable e™ = u conduit a

0
sz Inl+u)
1

u
In(1
Le développement de In(1 +u) valable pour u €] - 1, +1] est
In(1 + u) u u’ L, u”
e /A B — _
u 273 CH

et par intégration terme a terme donne :

n=1
= 1 70’
Nous avons établi que — = —doul = —.
4 ; 2 6 12
Posons
Y=g+ a X +ax’ +asxd +axt +.+ax+.. = Zanx”.
n=0
Ona:
v =2.1.a, +3.2.a;5x + 4.3.a,x° +5.4.a5%° + ... + (n+ 2)(n + 1)a,,x" + ... = Z(n +2)(n + 1)a,. ,x".
n=0
En substituant dans notre équation différentielle, on trouve :
2.1.a, + (3.2.a;5 — ag)x + (4.3.a, — a;)x” + (5.4.a5 — a,)x> + . + (M + 2)(n + 1)ayyp — a4y )x" +... = 0

On obtient les équations algébriques suivantes :

2.1.a, = 0
3.2.a; —ay = 0
4.3.a, —a, = 0
5.4.a5 —a, = 0
(7’1 + 2)(” + 1)an+2 —dp = 0

On constate que y(0) =1 — a, = 1 et y’(0) = 0 — a4, = 0, comme la premiére équation algébrique
donne aussi a, = 0, on a alors

1 1
“0=1791=a2=0a“3=_=_a4=u5=07a6=m=aau7

23 3V
1 4.7
QG = a2 = o On remarque que seulement les coefficients a;,,n € IN sont non nuls. On

obtient finalement :

=a8=07

1.4.7...(3n - 2)
(3n)!

A3p41 = 3440 = 0 etas, =

La solution ainsi construite sera :

yi(x) =1+ Z —147(3(”3)7 =2,

Son domaine de convergence est donné par la régle de d’Alembert, on trouve que R = co. La série est
convergente pour tout x dans IR.



1) J;bf(x) dx = JZf(x)dx + J:f(x)dx

On pose y = —x = dx = —dy alors on obtient

J;bf(x)dx =—L0f(—y)dy+ff(x)dx = J;Of(y)dy+J:f(x)dx - 0.
2) J;bf(x)dx = JZf(x)dx+J:f(x)dx

On pose y = —x = dx = —dy alors on obtient

J;b f(x)dx = —Lof(—y)dy + Laf(x)dx _ J:f(y)dy + Laf(x)dx = 2ff(x)dx,
3) J-M f(x)dx = Jof(x)dx + J;T f(x)dx + LMTf(x) dx

Onposey =x—-T = dx = dy comme f est T-periodique alors on obtient

LMT f(x)dx = J;Of(X)dx + J;T f(x)dx + f: fly+T)dy = J;Tf(x)dx.

4  sin(2x)

T 1+ cos”(2x)
4

sin(2x)

est impaire alors J‘ dx = 0.



f : R — R la fonction périodique, définie par

f(x):{ ;x :()_Szxsj;o avec f(x +4) = f(x)

f est une fonction continue et périodique de période T = 4 et on a

_27'(

2w T
= e

T 4 2
Calcul des coefficients : f est paire donc b, = 0, Vn > 1 et en intégrant :

2

)
— |x| dx
T J,

o

I
=
=

/2

a, =
" i

° e n/2 (° e
J:Z(—x) cos(nzx) dx + — J; X cos(nzx) dx

En intégrant par parties

nrt nrt

/2 sin(Tx) . 0 Sin(Tx)
no= T (—X)T/sz f_zwdx
n ni
/2 sin(Tx) , 2 sin(Tx)
i n/2 |°__[) n/2 dx
= % [—%x sm(ﬂx)IgZ - (%)2 cos(%x)lgz]
+— [—x sin(—x)|3 + (—)° cos(%x)lg]
= 2o ra- ]+ 3 fo+ (rn- )]
[, 2 00 1,2 0
-5 [ revr -]+ 5 [y - )
2 n
= (=1 - 1)
0, sin=2k, kelN
:{ %, sin=2k+1

D’ou la série de Fourier associée a f :

8 < cos(2k + 1)mx/2
fR~1-5) ==
k=0
Vérification des conditions de Jordan :
*onalf(x) <2
* f restreinte a [-2, 0] est décroissante et a [0, 2] est croissante.

£ vérifie leec conditione de Tordan donec



Soit la fonction 27t périodique définie par :

A= x+m si—m<x<0
Tl m—x si0<x<m

1) Vérification des conditions de Jordan :
e onalf(x)] <2m
* f est monotone continue sur | — 7, 0[ et ]0, 7t[.

dong, elle est développable en série de Fourier, et I'on a

f(x) ~ 70 + ian cos(nx) + b, sin(nx),

Calcul des coefficients : f est paire donc b, = 0, Vn > 1 et en intégrant :

- %IZf(x)dx - %Ln(n ~ x)dx = %[nx - g]z -

4
(2n + 1)?

L:f(x)cos(nx)dx = %LH(T( — x) cos(nx)dx =

S

Donc,

T 4 v cos 2n+1
:— %Z 2n+ 1) avecerR

n=

2. Pour obtenir la valeur demandée, il suffit de poser x = 0, on obtient alors :

E—
f(0) :E+Z (2n + 1)

n=

i 1 n
= (2n+1)* 8"

n=

d’ou



Soit f(x) = x> —7?,x € [-m,n.

1. Comme f est Riemann-intégrable et périodique, donc on peut toujours lui associer sa série de Fou-
rier définie par :

fx) ~ %O + ian cos(nx) + b, sin(nx),

n=1

avec :
a, = %J‘_n f(x)cos(nx)dx et b, = %‘[n f(x) sin(nx)dx

Calcul des coefficients :

Comme f est paire alors les coefficients b, sont nuls. Alors, on integre a, deux fois par parties on

obtient :
2 TC 2 . 2 T .
a, = —J (x* = 1c%) cos(nx)dx = —[(x2 - nz)sm(nx)]n - —J M.%dx
T J, T n o mJ, n
4 (" 4, - 4 (" - -1)"
Ay = —— x sin(nx)dx = __[(x—cos(nx)]ﬂ + — f cos(nx) = 4( 2)
nm J, n n o nm J, n n
et . s
2 2rx n
ag = ;JO (x> = m?)dx = ;[? —~ nzx]o = —

Finalement, on a

Pour montrer que f est développable en série de Fourier il suffit de vérifier que :
i) f satisfait les hypotheses du théoreme de Dirichlet;
ii) f est réguliere.

e Nous remarquons que f n’admet que —7t comme éventuel point de discontinuité dans l'intervalle
[-7t, [, donc f est réguliére sauf peut-étre au point —7t. On a en ce point,

f(=m+0)+f(-m-0) 0+0
2 2

0= f(=m)
donc f est réguliere partout. Reste a justifier i) :
e En considérant l'intervalle [-7m,7[, la fonction f est monotone continue dans chacun des

intervalles] — 7, 0] et |0, 7t[. De plus la fonction f est bornée. Par suite f est développable en série
de Fourier, et I’'on a :

cos(nx); Vx € R
n

fo) =3 ea)y S

2) @ On pose x = 7t dans la formule de f(x), on aura :

On en déduit que

e De méme pour x =0Oona:

On en déduit que




Soit la fonction f de période 27, définie dans [0, 27 par

f(x)z{ x;n si x €]0, 27|

0 six=0

e La fonction f est réguliere. En effet, elle n’admet que 0 comme un éventuel point de discontinuité
dans [0; 27¢[ et I'on a

n

De plus, f satisfait les hypotheses du théoreme de Jordan, car

T
If(x)] < ) et f est monotone continue sur ]0; 27|

donc elle est développable en série de Fourier, et 'on a

_ 4%y V.
f(x) = > + Zan cos(nx) + b, sin(nx); Vx € R

n=1

avec a, = 0 car f est une fonction impaire, Calcul des coefficients :

b, = lJ- f(x)sin(nx)dx = EJ . sin(nx)dx = L
T J)_; 0 2

7T

Donc,

o == i sin}(inx) Vx e R

n=1

1. Soit f(x) étant une fonction paire alors sa transformée de Fourier serait :

F.(a) = \/%J‘wf(x)cos(ax)dx = \/gf (1 —x)cos(ax)dx,

par une intégration par parties on a:

2. g(x) est impaire, alors :

G,(a) = \/gJ-w g(x) sin(ax)dx = \/gJ. (1 —x)sin(ax)dx,

par une intégration par parties on a:

21
Gy(a) = ;?(a—sina).

N Ona:
_[2_p g _ 2P “ cos(ax)
Fela) = 7 B2 + a? flx)=e™ = T(J; ﬁ2+a2da
(2« _ g _ 2 7 asin(ax)
Ko =yapra =IW=e" =0 mig @

sont des intégrales de Laplace.



[0 )8

1 « ‘ 1
F(a) = —J R | e p—
0 V271t

1 e—(a+ia)t o

\/T_T( a+ia |0

alors :

et
1 1

T\ a+ia

Formule réciproque

joo e—(u+ia)tdt
0

1 +00 1 +00 eiat
t) = —— F iatd it —at - d
f(t) \/E.Lx, (a)e’da soit e . o a
2. a. On peut écrire :
1 1 1
= = F(a).F(a).

(a+ia)?> a+ia a+ia

Or on sait que

f*g = F(a).G(a) soit :

t

f*f=F(a)F(a)etf*f=| f(r)f(t-7

t
)dt = J e ey
0

donc,
« [ =te™ alors ———— = te™
frf (a+ia)?
b.
d 1 ) = i
da‘a+ia’ (a+ia)?’
et on utilisons la formule de dérivation il vient :
d . .
aF(a) = (—it)f(t) soit
i . —at ., —at
—ﬁ = (—it)e™™ = —ite
a+ia
ou bien
! =te ™
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